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《现代 数学 基础 从 书 》 序 


对 于 数学 研究 与 培养 青年 数学 人 才 而 言 , 书籍 与 期 刊 起 看 特殊 重要 的 作 
用 . 许多 成 就 早 越 的 数学 家 在 青年 时 代 都 曾 钻研 或 参考 过 一 些 优秀 书籍 ， 从 中 激 
取 营 养 ,获得 教 益 . : 

20 世纪 70 年 代 后 期 , 我 国 的 数学 研究 与 数学 书刊 的 出 版 由 于 “文化 大 革命 ” 
的 沙 动 已 经 被 破坏 与 中 断 了 10 余年 , 而 在 这 期 间 国 际 上 数学 研究 却 在 迅猛 地 发 
展 看 . 1978 年 以 后 , 我 国 青 年 学 子 重新 获得 了 和 学习、 钻研 与 深造 的 机 会 。 当 时 他 
们 的 参考 书籍 大 多 还 是 50 年 代 甚 至 更 早期 的 著述 . 据 此 , 科学 出 版 社 陆 续 推 出 
了 多 套数 学 丛书 , 其 中 《纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 》 从 书 与 《现代 数学 基础 从 书 》 
更 为 突出 , 前 者 出 版 约 40 卷 , 后 者 则 傅 80 卷 . 它们 质量 其 高 , 影响 颇 大 , 对 我 国 
数学 研究 、 交 流 与 人 才 培 养 发 挥 了 显著 效用 . 

《现代 数学 基础 从 书 》 的 守则 是 面 癌 大 学 数学 专业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 生 以 
及 育 年 学 者 ,针对 一 些 重 要 的 数学 领域 与 研究 方 品 ， 作 较 系 统 的 介绍 . 既 注 意 该 
领域 的 基础 知识 ， 又 反映 其 新 发 展 ,力求 深入 浅 出 , 人 简明 扼要 , 注重 创新 . 

近年 来 ,数学 在 各 门 科学 、 高 新 技术 、 经 济 、 管 理 等 方面 取得 了 更 加 广泛 与 
深入 的 应 用 , 还 形成 了 一 些 交 又 学 科 . 我 们 希望 这 套 从 书 的 内 容 由 基础 数学 拓展 
到 应 用 数学 、 计 算数 学 以 及 数学 交叉 学 科 的 各 个 领域 . 

这 套 从 书 得 到 了 许多 数学 家 长 期 的 大 力 支 持 , 编辑 人 员 也 为 其 付出 了 艰 储 的 
劳动 . 它 获得 了 广大 读者 的 喜爱 . 我 们 诚挚 地 希望 大 家 更 加 关心 与 文 持 它 的 发 展 ， 
使 它 越 办 越 好 ， 为 我 国 数学 研究 与 教育 水 平 的 进一步 提高 做 出 页 献 . 


杨 乐 


2003 年 8 月 
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椭圆 型 方程 的 研究 领域 宽广 , 内 容 丰 富 , 体系 庞大 , 问题 繁多 , 方法 多 样 . 用 一 
本 书 系统 完整 地 介绍 椭圆 型 方程 研究 领域 中 的 各 种 类 型 的 问题 和 方法 是 不 可 能 的 . 
鉴于 上 述 原 因 和 可 读 性 , 本 书 在 尽 可 能 目 封 的 前 提 下 , 介绍 了 二 阶 线性 椭圆 算 子 的 
特征 值 理论 , 半 线 性 椭圆 型 方程 和 方程 组 的 上 下 解 方法 及 其 应 用 , 拓扑 度 理论 和 分 
文理 论 及 其 应 用 , 方程 组 的 解 帮 方法 , Nehari 流 形 方法 及 其 应 用 , p-Laplace 算 子 的 
特征 值 理论 和 p-Laplace 方程 (组 ) 的 上 下 解 方法 及 其 应 用 . 

本 书 的 定位 是 为 研究 生 和 青年 学 者 提供 一 本 非 线 性 椭圆 型 方程 的 教材 和 参考 
书 , 力求 用 较 短 的 篇 幅 ， 尽 可 能 地 介绍 非 线性 椭圆 型 方程 研究 领域 的 基本 问题 和 
方法 . 

本 书 的 主导 思想 是 看 重 介绍 偏 微 分 方程 方法 , 所 以 没有 具体 介绍 非 线 性 泛 函 分 
析 中 的 变 分 方法 , 更 没有 涉及 临界 点 理论 、 单 调 映 射 、 集 值 映射 等 问题 ,由 于 特征 
值 问题 研究 中 的 关键 一 步 是 泛 函 的 极 值 问题 , 顾及 到 后 面 的 应 用 以 及 上 自封 性 , 在 第 
1 章 的 预备 知识 部 分 , 简要 介绍 了 Banach 空间 上 的 微分 学 和 泛 函 的 无 条 件 极 值 的 
存在 性 . 

目 然 科 学 和 工程 技术 中 的 许多 问题 都 与 特征 值 (本 征 值 ) 有 关 , 特别 地 , 二 阶 
半 线 性 ( 拟 线性 ) 椭圆 型 方程 和 方程 组 的 边 值 问题 正解 的 存在 性 ， 强 烈 地 依赖 于 一 
个 与 其 对 应 的 特征 值 问题 的 主 特征 值 (第 一 特征 值 , 最 小 特征 信 ). 在 第 2 章 中 , 我 
们 系统 介绍 二 阶 线 性 椭圆 算 子 的 特征 值 理 论 ， 内容 包 括 非 散 度 型 二 阶 线性 椭圆 算 
子 的 主 特征 值 及 其 对 应 的 特征 函数 , 主 特征 值 、 最 大 值 原 理 与 正 的 严格 上 解 之 间 
的 关系 , 艇 度 型 二 阶 线性 椭圆 算 子 的 特征 值 的 极 值 性 质 、 无 者 性 和 完备 性 、 关 于 区 
域 和 算 子 的 系数 的 连续 依赖 性 、 主 特征 值 与 谱 半 径 之 间 的 关系 , 非 完 全 厢 合 的 二 阶 
线性 椭圆 型 方程 组 的 特征 值 , 以 及 一 个 一 般 形式 的 特征 值 问 题 Zuv =. 和 Mp(z)u, x € 
0; Bu = 0, ze680. 本 章 的 最 后 , 作为 特征 值 的 完备 性 定理 的 第 一 个 应 用 , 证 明了 


空间 万 1(2) 上 的 Poincaré 不 等 式 并 给 出 了 最 佳 常 数 . 作为 第 二 个 应 用 , 证 明了 齐 


次 Neumann 边 值 问题 -Av = f(x), x€ 0; ~ = 0, zx € 0 可 解 的 充分 必要 条 件 


是 | f(z)dz = 0. 作为 第 三 个 应 用 , 给 出 了 特征 值 的 一 个 计算 公式 . 


上 下 解 方法 是 研究 非 线 性 偏 微 分 方程 解 的 存在 性 和 售 计 的 一 个 重要 方法 , 直观 
而 义 初 等 , 问题 的 核心 是 设法 构造 合适 的 上 下 解 , 技巧 性 很 强 . 第 3 章 介 绍 二 阶 半 
线性 椭圆 型 方程 和 方程 组 的 上 下 解 方法 (包括 弱 上 下 解 方法 , 无 界 区 域 上 的 上 下 解 


“iv . 前 言 


方法 ) 及 其 应 用 . 首先 给 出 了 完全 非 线 性 方程 的 古典 解 的 比较 原理 和 一 个 一 般 形式 
的 比较 原理 及 正解 的 唯一 性 . 其 次 , 建立 了 方程 式 和 方程 组 的 上 下 解 方法 , 并 给 出 
了 几 个 应 用 例子 . 特别 地 ， 对 于 退化 的 Logistic 方程 ， 还 运用 上 下 解 方法 讨论 了 正 
解 的 存在 性 和 新 近 人 性， 运用 摄 动 方法 讨论 了 解 的 模式 (pattern). 最 后 讨论 了 弱 上 下 
解 方 法 和 无 者 区 域 上 的 上 下 解 方法 . 

第 4 章 简要 介绍 了 拓扑 度 理论 (包括 锥 上 的 拓扑 度 ) 和 分 支 理 论 中 的 一 些 基本 
结果 . 第 5 章 利 用 锥 上 的 拓扑 度 和 分 支 理 论 , 介绍 了 两 个 带 有 齐 次 Dirichlet 边界 
条 件 的 半 线 性 方程 组 的 正解 的 存在 性 、 分 支 与 稳定 性 . 第 6 章 络 合 两 个 县 体例 本， 
介绍 了 扩散 导致 的 模式 (非常 数 正解 ) 的 研究 方法 . 

一 些 具 有 特殊 结构 的 椭圆 型 方程 组 的 边 值 问题 , 可 以 转化 成 方程 式 的 边 值 问题 
来 研究 , 这 就 是 所 谓 的 解 耦 方法 . 第 7 章 结 合 一 个 具体 例子 来 介绍 这 种 方法 . 

目前 ， Nehari 流 形 已 被 广泛 应 用 于 椭圆 型 方程 的 边 值 问题 解 的 存在 性 、 多 解 
性 、 不 存在 性 , 以 及 发 展 方程 整体 解 的 存在 性 与 不 存在 性 的 研究 中 . 第 8 章 以 一 个 
一 阶 半 线 性 杭 圆 型 方程 的 边 值 问题 为 例 , 介绍 Nehari 流 形 以 及 它 的 应 用 ， 

因为 当 Vu=0 时 Dp—Laplace 方程 是 一 个 退化 (p> 2) 的 或 者 具有 可 性 (p < 2) 
的 拟 线性 方程 , 它 与 半 线 性 方程 有 重要 差别 . 半 线 性 方程 的 许多 重要 性 质 对 于 p- 
Laplace 方程 而 言 不 一 定 成 立 . 第 9 章 介 绍 了 p-Laplace 算 子 的 特征 值 理论 和 p- 
Laplace 方程 (组 ) 的 上 下 解 方法 及 其 应 用 . 

为 了 便于 读者 查阅 , 在 附录 中 我 们 列 出 了 一 些 关 于 Sobolev 空间 和 线性 椭圆 型 

方程 的 基本 结论 . 
本 书 的 部 分 内 容 参考 了 国内 外 出 版 的 一 些 书籍 和 论文 , 请 参阅 所 附 的 参考 文 
献 . 本 书 的 讲义 稿 , 作者 在 哈尔滨 工业 大 学 、 东 南大 学 和 厦门 大 学 为 研究 生 讲 授 过 
多 次 . 本 书 的 出 版 得 到 国家 目 然 科学 基金 (No.10471022, No.10771032), 哈尔滨 工 
业 大 学 科研 基金 (AUGA1860000310) 和 哈尔滨 工业 大 学 优秀 团队 支持 计划 的 资助 . 
杜 玲 珑 同学 、 张 艳 芳 同学 、 李 慧玲 博士 、 陈 玉 娟 博士 各 三 地 博 士 演算 了 本 书 的 部 
分 内 容 , 我 的 其 他 几 位 研究 生 和 哈尔滨 工业 大 学 、 东 南大 学 、 厦门 大 学 以 及 哈尔滨 
师范 大 学 学 习 该 课程 的 研究 生 和 青年 教师 , 对 本 书 的 初稿 都 提出 了 许多 宝贵 的 意见 
和 修改 建议 , 在 此 一 并 致谢 . 鉴于 作者 学 识 有 限 , 疏漏 和 不 足 之 处 在 所 难免 , 还 望 读 
者 予以 批评 指正 . 
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第 1 章 预备 知识 


鉴于 本 书 没 有 具体 介绍 变 分 方法 , 而 研究 特征 值 问题 的 关键 一 步 是 泛 函 的 极 值 
问题 , 又 顾及 到 后 面 的 应 用 以 及 本 书 的 自封 性 , 本 章 简 要 介绍 Banach 空间 上 的 微 
分 学 和 泛 函 的 无 条 件 极 值 的 存在 性 . 

贯通 全 书 , 我 们 用 太一 f 表示 太 强 收敛 于 f, 用 太一 了 表示 太 弱 收敛 于 
f. 对 于 集合 4 与 B, 用 d(4, B) 表示 dist(4, B), 即 集 合 4 与 B 之 间 的 距离 (4 也 
可 以 是 一 个 点 )， 


1.1 Banach 空间 上 的 微分 学 


设 X 和 Y 是 两 个 Banach 空间 ,2 是 X 中 的 一 个 开 集 , 映射 f :8 一 了 连 
续 . 记 B(X,Y) 是 X 到 Y 的 有 界线 性 算 子 构成 的 集合 . 


1.1.1 Fréchet 导数 


下 面 我 们 列 出 Fréchet 导数 .4 的 一 些 性 质 ， 

(1) 如 果 A 存在 , 一 定 唯 一 , 记 为 户 (zo), Df(zo) 或 者 f'(z0); 

(2) 如 果 Df(z) : x € fn 一， 多 (X,Y) 是 连续 映射 , 则 称 f e C1(f). 用 归纳 法 
可 以 定义 C? 映射 ,p = 1, 2,…. 映射 fe Cz(2) 是 指 


D?f(7) := D(D?™  f)(7) € BX, BX,. ,BX,Y ):…)), VrTEDN, 
Nd 


D?f(z) :TE NN— BX, BX,:.., BB(X,Y ):.:.))) 关于 z 连续 . 
~ 


(3) 复合 映射 的 导数 : 设 X,Y,2Z 是 三 个 Banach 空间 , 开 集 Uc 针 ,V CY, 上映 
射 1 :1 一 了 0g:V 一 2 又 设 zo EU, yo = f(z0) eV, f 和 9g 分别 在 zo 和 wo 处 
Fréchet 可 微 . 那么 gof 在 zo 处 也 Fréchet 可 微 , 并且 (gof)(zx0) = g'(yo)f'(zx0). 
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5 引 理 1.1.1 假设 f: 久 一 Y 是 C1L 的 且 在 点 z0 的 储 域 站 是 蛇 的 ， 那么 三 (zo) 
也 是 紧 的 . 
证 了 明 如果 A = f(zo) 不 是 紧 的 , 则 存在 {zi1, ||zil| = 1,e > 0, 使 得 


AzTi — Arj| >e, Yi 天 了 


e0/2 2 ||f(07i) — f(07;) — 6Azi + oAz;l 
> Ii Azx; — 6Az;|| — If (07i;) — f (67;)| 
> e6 — ||f(67i) — f(67;))| 


al 


|f (607i) — f (0r7) > 26/2, Vi 7 


这 与 『 的 紧 性 条 件 矛 盾 . 证 毕 . 
中 值 公 式 假设 在 吓 开 集 U 上 fe cl, 那么 对 任意 的 z,z' EU, 成立 


如 果 了 在 有 的 每 一 点 处 都 是 Gateaux 可 微 的 , 则 称 f 在 029 上 Giteaux 可 微 . 
若 fc(To0) E 罗 (XY), 则 称 f 在 zo 处 具有 有 界线 性 的 Gateaux 了 导数 . 


1.1 Banach 空间 上 的 微分 学 "3. 


关于 Gateaux 导数 , 也 有 与 Fréchet 导数 完全 相同 的 复合 映射 的 求 寻 公式 . 

定理 1.1.1 设 XY 是 Banach 空间 , 开 集 0 CX,f: 0—Y,zroe€n. 

(1) 如 果 f 在 zo 处 Fréchet 可 微 , 则 f 必 在 zo 处 具有 有 界线 性 的 Gateaux 于 
数 , 并 且 f'(z0) = fo(z0), 即 f 在 zo 处 的 Fréchet 导数 与 Gateaux 时 数 相 同 . 

(2) 如 果 f 在 zo 的 邻 域内 具有 有 界线 性 的 Gateaux 时 数 , 并 且 Gateaux 导数 
fo(7z) 在 zo 处 连续 , 那么 上 在 zo 处 Fréchet 可 微 , 并 且 两 个 导数 相同 . 

证 明 (1) 由 假设 条 件 知 , 对 于 任何 he X, 当 |t| 适当 小 时 , 有 


f(zo+th)— f(z0) — tf (zo)h = wl(zo, th), 


其 中 w(xzo,h) 满 下 


.jlw(zo, hi) 
] 一 0， 
nl =o | 
故 有 > > 
f(T0o ++ 和 f (zo) | f'(zo)h _ ro ) 
因为 > > 
lim w(Zo,t ) — Jim lw(Zzo,t 川 [Lal = 0. 
t—0 t t 一 0 jthl| 
所 以 


因此 f 必 在 zo 处 Giteaux 可 微 , 并 具有 有 界线 性 的 Gateaux 导数 P(zo). 
(2) 因为 Gateaux 导数 fa(z) 在 zo 处 连续 , 故 对 s > 0, 存在 5 > 0, 使 当 
lh < 5 时 , 有 


fe(xo +h)— fol(zo)l| < &. (1.1.3) 


下 面 证 明 当 0 < |I 加 <6 时 , 恒 有 


f(zo+h)— f(xzo) — fa(ro)hl|l < ellnll. (1.1.4) 
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多 知 p'(t) = gfe(zo+ 幼 ) 则 : 由 中 值 公式 , 存在 9 e [0,1], 使 得 p(1) 一 yp(0) = yp (90) 


(f(rzo+h)— f(r0)) = (fa(ro + Oh)h). (1.1.6) 
利用 式 (1.1.5)、 式 (1.1.6) 和 式 (1.1.3) 便 推 得 


即 式 (1.1.4). 故 f 在 zo 处 Fréchet 可 微 , 并 且 f'(zo) = fa(zo). 证 毕 . 


1.2 ”无条件 局 部 极 但 


定义 1.2.1 设 X 是 一 个 Banach 空间 了 C XX, 泛 函 矿 : 1 一 下 称 为 在 1 上 
是 下 半 连 续 ( 弱 下 半 连 续 ) 的 , 如 果 由 1 3zi 一 ZEII3zi 一 ZE1) 可 以 推出 


lim inf f (7xi) > f (7). 


C—OO 


称 泛 函 f : 一 民 在 人 上 是 上 半 连 续 (能 上 半 连 续 ) 的 , 如 果 由 人 3 zi 一 工 E 
1 (37i 一 ZTE) 可 以 推出 


lim sup f (zi) < f(7). 


定义 1.2.2 设 针 是 一 个 Banach 空间 , 称 泛 函 ff: CX 一 民 在 点 zo€E0 


处 取 无 条 件 局 部 极 小 值 (无 条 件 局 部 极 大 值 ) 是 指 , 存在 点 zo 的 邻 域 U(zo), 对 于 
QnU(zo) 中 的 所 有 z, 都 有 


f(z) > f(zo) (f(z) < f(z0)). 


定义 1.2.3 设 久 是 一 个 Banach 空间 , 集合 1 CX, 泛 函 ff: 一 民有 下 
界 . 序列 {Zi}._，C 8 称 为 极 小 化 序列 , 如果 


lim f(z;) = inf f(x). 


1 一 OO TE 


称 泛 函 f 在 2 上 是 强制 的 , 如 果 1 无 界 并 且 lim f(x) = oc. 


IEN 
zl 一 ooe 


1.2 无 条 件 局 部 极 值 .5. 


1.2.1 无条件 极 值 存 在 的 必要 条 件 


定理 1.2.1 设 钱 是 Banach 空间 , 开 集 从 CX, 泛 函 ff 在 zo E€E 人 处 取 无 条 件 
局 部 极 值 , 并 且 ff 在 zo 处 Gateaux 可 微 . 那么 , 对 于 任何 heX, 都 有 fa(zo)h=0. 
证 明 不妨 假 设 f 在 zo € 2 处 取 无 条 件 局 部 极 小 值 . 那么 存在 zo 的 邻 域 
U(zo), 使 得 
f(z) f(rzo0), VrENRNMNU(zo). 


给 定 he 镀 . 由 于 当 |t| 适当 小 时 , zo 十 th e , 因此 函数 
Fn(t) := f(zo+th) 


对 于 上 适当 小 有 定义 , 并 且 在 t=0 处 取 到 极 小 值 . 于 是 戊 (0) = 0, 进而 有 


1.2.2 ”无 条 件 极 值 的 存在 性 


下 面 的 结果 是 Weierstrass 定理 的 推广 . 

定理 1.2.2 设 针 是 Banach 空间 ,人 CC 区 是 弱 列 紧 的 序列 式 弱 闭 集 , 泛 函 
f :0 一 民 在 0 上 是 弱 下 半 连 续 的 . 那么 上 在 1 上 有 下 界 且 达到 下 确 界 , 即 存在 
7Z0 E 12, 使 得 


f(x0) = inf f(x). 


TEQ 


= inf f(z) = 一 00, 则 存在 {zi}22，c 02, 使 得 f(zi) < i. 因为 


0 是 弱 列 紧 的 , 不 妨 认 为 fz; 一 zo. 又 因为 2 是 序列 式 弱 闭 集 , 所 以 zo e 人 2. 根据 
f 的 弱 下 半 连 续 性 得 , f(z0) < lim inf f(z;) = 一 00. 该 有 矛盾 说 明 f 在 0 上 有 下 者 ， 


Lt— OO 


从 而 有 下 确 界 . 记 {zi}. CH 是 极 小 化 序列 ， Nl f(zi)— c. 因为 8 是 弱 列 紧 的 
序列 式 弱 闭 集 , 不 妨 认为 zi 一 zoe8. 利用 f 的 弱 下 半 连 续 性 得 


c < f(z0) < liminf f(2i) = lim f(2i)= 06 


1— OO 1— OO 


即 F(zo) = c. 定理 得 证 . 
推论 1.2.1 设 久 是 一 个 自 反 的 灾 Banach 空间 , K CX 是 序列 式 弱 闭 集 , f 
是 KK 上 的 弱 下 半 连 续 泛 函 . 又 假设 当 K 无 界 时 , f 在 KK 上 是 强制 的 . 那么 在 
K 上 取 到 极 小 值 , 即 存 在 To €E K, 使 得 
f(z0) = inf f(z). 


EK 


.6. 第 1 章 预备 知识 


证 明 ” 先 讨 论 K 有 界 的 情况 . 因为 X 是 自 反 的 , 所 以 KK 是 弱 列 紧 的 . 由 定 
理 1.2.2 知 结论 成 立 . 
下 面 假设 K 是 无 界 的 . 因为 f 在 K 上 是 强制 的 , 可 取 z* e K 使 得 MM : 
f(z*) > 0, 并 且 存 在 r > 0, 当 z eK 并且 jlzll > 7 时 ,有 f(z)>M. 因为 自 反 
Banach 空间 中 的 有 者 财 球 是 弱 列 紧 的 序列 己 强 闭 集 所 以 0 := Kn B.(0) 也 是 这 


下 半 连 续 泛 画 .如 果 存 在 一 个 有 界 的 极 小 化 序列 , 那么 有 在 X 上 取 到 极 小 值 
证 明 ”由 于 了 在 XX 上 有 下 界 , 故 有 下 确 界 . 设 {z;}~, c X 是 有 界 的 极 小 化 


序列 , 即 f(zi) 一 nf f(z), 并 且 存 在 正常 数 C, 使 得 ||zij| < C 对 所 有 i 成 立 . 


为 X 是 自 反 的 , 所 以 {zi}”， 是 弱 列 紧 的 . 不 妨 认 为 zi 一 zo e XX. 利用 了 的 弱 下 
半 连 续 性 便 知 


inf f(x) < f(xo) < liminf f(xi) = lim f(xi) = inf f(x). 


ZE 从 1 一 OO 1 一 OO EX 


故 有 f(z0) = inf jz). 证 毕 . 


EX 


1.3 应 ”用 


如 果 所 讨论 的 问题 中 的 区 域 Q 是 固定 的 , 为 了 简化 记号 ,本 书 中 通常 简 记 
| fly 一 中 用 eve)， flk+ta 一 flkta,n 一 | florracn): 


上 节 的 结果 将 在 后 面 的 特征 值 问题 的 研究 中 多 次 被 用 到 . 本 节 先 给 出 一 个 在 
所 线性 边 值 问题 的 非 负 非 平 几 解 的 存在 性 方面 的 局 用 . 


(1.3.1) 


1.3 应 ”用 .7. 


其 中 8 是 R" 中 的 一 个 有 界 光滑 区 域 p > 1,1<g<p*,gzp， Ap 是 p-Laplace 
算 子 : Ayu = div(|Vul2-2Vau). 
函数 ve Hz2(2) 称 为 问题 (1.3.1) 的 弱 解 , 如 果 


/ Vul? “Vu. Vodz = | ul 2updr, V $e Wi?(n). (1.3.2) 
(2 (2 


根据 Poincaré 不 等 式 , Vulls 是 空间 Wi?(8) 中 的 范 数 . 利用 典 入 定理 , 空间 
W147?(1) 紧 嵌 入 到 空间 Za(D), 故 存在 正常 数 C, 使 得 


lullo < ClIVwelp，YweTn2(D)， (1.3.3) 


-= / |vVul?dz, B(u) = -| lulidz, 


Y= {ue Wo?(0):B (u) = 1}. 


定理 1.3.1 问题 (1.3.1) 至 少 存 在 一 个 非 负 非 平凡 解 . 
证 了 明 ”首先 证 明 集 合 是 序列 式 弱 闭 的 . 假设 wn € Y, 在 Ti2(2) 中 
um 一 uu. 那么 序列 {um}”_, 在 Wo”?(f) 中 有 界 , 故 在 Lx(2) 中 是 紧 的 . 于 是 存 
在 子 列 {Wm} C {Wm} _,) 在 Za(2) 中 wm. 一 *> u.， 又 因为 B(um,) = 1, 所 以 
B(u)=1, 即 weY. 

显然 在 集合 Y 上 A(w) 是 强制 的 和 弱 下 半 连 续 的 ( 范 数 的 弱 下 半 连 续 性 , 见习 
题 1.2). 

由 推论 1.2.1 知 , 存在 uo € Y, 使 得 


A(wuo) = inf, A(u) := o. 


再 由 式 (1.3.3), 存在 常数 a > 0, 使 得 


4 志 a，VYUEY 


因而 ex >a>0. 
由 于 4(w 和 B(w) 在 wo 点 都 是 Fréchet 可 做 的 , 并 且 


Aluo)6= 厂 IYuol-2vuo' vddr Vb e Wa?(Q) 


Buo)g= 上 uao|l2 一 “wuodgdz， V 0 E Wi)?(1), 
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所 以 4(w 和 Bw) 在 wo 点 也 都 是 Gateaux 可 微 的 , 并 且 其 Gateaux 导数 与 Fréchet 
二 烧 相 同 根据 Bl(u) 的 表达 式 和 Gateaux 导数 的 定义 知 , 对 任何 人 > 0,e ER 民 和 


对 于 任意 固定 的 $8 € Wi 了 (0), 以 及 按照 上 面 的 方式 确定 的 le| < eo(9) 和 
= yw(e) > 0, 我 们 有 


o < A(uuot+ e199)=u* A(uo + eg) 


又 因为 A(|ul) = A(w), B(lul) = B(w), 并 且 |wo| e Wo 了 (人 ), 所 以 


uol EY, Alluol) =0 = inf, A(u). 


习 题 1 .9. 


那么 ve Wmn'z2(2) 并 且 满 足 
4(uig= Bib Vo Ee Wo?(n), 


即 式 (1.3.2). 所 以 w 是 问题 (1.3.1) 的 一 个 非 负 非 平 凡 解 . 证 毕 . 
注 1.3.1 文献 [1] 利用 其 他 方法 证 明了 定理 1.3.1, 同时 文献 [1] 的 定理 工 还 
证 明了 问题 (1.3.1) 的 非 负 解 WE L™%>(f2), 并 且 


lulloo 和 e ， 
其 中 
p 一 了 PD* + 
d= pr ml * 十 InIK(p 一 Q”) 
p*(p* — PD) 一 Dr(d 一 了 D) Null p*—D | 
2 
tp. ( ) In 人 ~ ) 
Dx*—D Dp 
Dx(q— Pp) p* 二 一 一 ， 当 p<n 时， 
@1/ Dx 一 儿 一 也 
站 2p 当 p=n 时 , 


KK 是 WIP 了 (0) 到 LP? (1) 的 嵌入 常数 
利用 后 面 的 命题 9.1.1 和 命题 9.1.2 还 可 以 推出 , 问题 (1.3.1) 的 非 负 解 属于 
C1l+to(f), 并 且 非 负 非 平凡 解 一 定 是 正解 


习 题 1 


1.1 证明 中 值 公 式 (1.1.1). 
1.2 ”证 明 范 数 是 弱 下 半 连 续 的 . 


第 2 章 ”二 阶 线性 椭圆 算 子 的 特征 值 问题 


2.1 引 言 


目 然 科 学 和 工程 技术 中 的 许多 问题 都 与 特征 值 (本 征 值 ) 有 关 , 特别 地 , 二 阶 半 
线性 ( 拟 线性 ) 椭圆 型 方程 和 方程 组 的 边 值 问题 正解 的 存在 性 , 强烈 地 依赖 于 一 个 
与 其 对 应 的 特征 值 问 题 的 主 特征 值 (第 一 特征 值 、 最 小 特征 值 ). 后 面 各 章节 中 的 多 
数 问题 和 绪论 也 都 与 特征 值 有 关 . 对 于 二 阶 半 线性 椭圆 型 方程 和 方程 组 的 边 值 问 
题 而 言 , 这 个 对 应 的 特征 值 问题 是 一 个 二 阶 线性 椭圆 算 子 的 特征 值 问 题 , 本 章 系 统 
介绍 这 类 算 子 的 特征 值 理论 和 结果 . 在 最 后 一 章 介 绍 p-Laplace 算 子 的 特征 值 . 本 
章 中 的 部 分 内 容 参 考 了 文献 [2,3]. 

我 们 痛 先 介绍 一 般 形式 的 二 阶 线性 椭圆 算 子 的 特征 值 问 题 


| Lu := — >》, Qij(T)Di;u + >》 bi(z)PDiv +c(z)u=AM, TEYN, 


rf 7 一 (2.1.1) 
Wu = 0. TEOW, 


其 中 4 c Rn 是 有 界 光滑 区 域 , 边界 条 件 是 Bu 二 或 者 Bu 二 二 (zju bzlap > 


0,v 是 908 上 的 单位 外 法 同 量 , 和 是 数 (实数 或 复数 ). 由 于 这 里 的 算 子 (. 乡 ,多 ) 是 
非 对 称 算 子 , 所 以 它 的 特征 值 的 结构 比较 复杂 . 但 是 在 实际 应 用 中 , 通常 用 到 的 是 
问题 (2.1.1) 的 主 特征 值 (第 一 特征 值 、 最 小 特征 值 ). 因此 我 们 只 讨论 问题 (2.1.1) 
的 主 特征 值 . 
其 次 , 我 们 考虑 特征 值 问题 (2.1.1) 的 一 个 特殊 情形 , 即 散 度 型 的 二 阶 线性 椭圆 
算 子 的 特征 值 问题 
Ln 和 D; (Qi (T)Diu) +q(r)u=M, TERN, (2.1.2) 
Wu = 0. TEON, 


其 中 边界 条 件 是 


或 者 


Bu = > aij;(T) Diu cos(v, T;) + b(z)u, b(z) 过 0. (2.1.4) 


2,] 二 1 
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由 于 这 里 的 算 子 (多, 多) 是 对 称 算 子 , 所 以 它 的 特征 值 具有 非常 清晰 的 结构 . 
定义 2.1.1 使 得 特征 值 问 题 (2.1.1) (特征 值 问 题 (2.1.2)) 有 非 零 解 的 数 入 称 
为 问题 (2.1.1) (问题 (2.1.2)) 的 一 个 特征 值 ， 对 应 的 非 零 解 称 为 与 特征 值 入 对 应 
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主 特征 值 和 它 对 应 的 特征 函数 有 非常 好 的 性 质 , 在 偏 微分 方程 的 研究 中 起 重要 
作用 . 

我 们 首先 陈述 Krein-Rutman 定理 , 利用 该 定理 可 以 推出 主 特征 值 对 应 的 特征 
函数 在 内 无 零点 (不 妨 认 为 是 正 的 ). 假设 EB 是 一 个 Banach 空间 , 子 集 PcE 
被 称 为 一 个 锥 , 如 果 PP 满足 : 

(1) zx,y EP 隐 售 z+yeP， 

(2) 对 任意 的 zeEP 和 入 >0, 都 有 Az EP， 


= 五, 则 称 P 是 一 个 完全 锥 ; 如 果 P 的 
内 部 intP 不 空 , 则 称 PP 是 一 个 实心 锥 ， 

记 E* 是 EE 的 对 偶 空 间 . 集合 P*={Le 本 :lz)>0 YzeP 称 为 忆 
的 对 侦 锥 . 

假设 4 是 一 个 线性 算 子 . 如 果 .4(P) c P, 则 称 4 是 一 个 关于 P 的 正 算 子 : 
如 果 A(P\ {0}) C intP, 则 称 .4 是 一 个 关于 P 的 强 正 算 子 . 用 A* 表示 A 的 共和 葱 
算 子 . 

如 果 A 是 有 界线 性 算 子 , 称 数 (4) = sup {| 和 | : 入 Ee o(A)} 为 算 子 4 的 谱 半 
径 . 特别 地 , 当 A 是 紧 线 性 算 子 时 , r(A) = sup {lA: 入 是 4 的 特征 值 }. 

定理 2.2.1 (Krein-Rutman 定理 , [4, 定理 19.2, 习题 12]) 假设 马 是 一 个 Ba- 
nach 空间 ,PP 是 EF 中 的 一 个 完全 锥 ， A: 忆 一 忆 是 一 个 紧 线 性 关子 并 且 关 于 局 是 
正 的 , 同时 A 的 谱 半 径 r(4) > 0. 那么 r(4) 是 4 的 一 个 特征 值 , 并 且 对 应 的 特征 
向 量 uEP. 同时 7(A*) =r(4) 是 A* 的 一 个 特征 值 , 对 应 的 特征 向 量 u* E P*. 

利用 定理 2.2.1, 可 以 推 得 下 面 的 定理 . 

定理 2.2.2 中 假设 羽 是 一 个 Banach 空间 , P 是 忆 中 的 一 个 实心 锥 ,A : 
一 妃 是 一 个 关于 书 强 正 的 紧 线 性 算 子 . 那么 

(1) r(4) > 0 并 且 r(4) 是 .4 的 一 个 简单 特征 值 ( 单 重 特 征 值 ), 其 对 应 的 特征 
向 量 尽 是正 的 , 即 uE intP. 同时 A 的 其 他 特征 值 对 应 的 特征 向 量 都 不 属于 P; 

(2) 对 于 A 的 所 有 特征 值 1, 只 要 凡夫 7r(4), 就 有 |u| < 7(A4). 
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在 微分 方程 的 应 用 中 , 通常 取 E 是 一 个 函数 空间 , 4 是 一 个 线性 侦 微 分 算 子 
的 逆 算 子 , P 是 EE 中 的 所 有 非 负 函 数 构 成 的 正 锥 . 
我 们 先 给 由 一 个 在 后 面 将 要 多 次 用 到 的 引 理 . 


并 且 守 | <0 则 存在 正常 数 e >>0, 使 得 十 ev>0 在 人 2 内 成 立 
证 明 由 于 wve Ct(D) 并 且 人 2| ”< 0, 故 存在 cl >0 使 得 二 < 
Ov lan Ov 


0. 又 因为 (w+eiv)lan > 0, 所 以 存在 oo CC 0, 使 得 在 2\ fl0 上 w+e1v > 0. 注意 
到 在 人 2 上 ww >0. 因而 存在 s。 > 0, 使 得 在 人们 上 w+teswv >0. 取 s = min {sl， c2 | 
即 可 . 证 毕 . 

现在 讨论 特征 值 问 题 (2.1.1) 的 主 特征 值 . 首先 讨论 边界 条 件 是 Bu = wv 的 情 
形 . 假设 

(A) 是 一 致 椭圆 算 子 : 

(B) ai; (x), bi(7), c(z) € C((). 

取 羽 = {vu €E C1(0) :wlen = 0}. 先 假设 c(z) > 0. 对 于 任意 ve 五, 线性 问题 


intP = (wu: u € E, uln > 0， ou <0}. 
Ov lan 


根据 强 最 大 值 原理 和 Hopf 引 理 易 知 , Au eintP Vu € P\{0}, 即 A 关于 PP 是 强 正 
的 . 利用 定理 2.2.2 又 知 , 存在 唯一 的 ji := 7(.A) > 0 和 唯一 函数 ve intP ||v|| = 1， 
使 得 Av = 11v, 并 且 A 的 其 他 特征 值 /都 满足 IJ < i. 于 是 


v= L(AvV) = pv, BN Lv = ov. 


这 表明 特征 值 问 题 (2.1.1) 有 特征 值 Xi = 1/ > 0， 且 对 应 的 特征 函数 v(z) > 
0, ZE (2. 

从 上 面 的 讨论 又 可 以 看 出 , 特征 值 问题 (2.1.1) 的 特征 值 与 算 子 4 的 特征 值 互 
为 倒数 (因为 0 一定 不 是 它们 的 特征 值 ), 且 一 一 对 应 . 注意 到 c(z) > 0, 由 极 值 原 
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理 容 易 推 出 问题 (2.1.1) 的 实 特征 值 都 是 正 的 , 于 是 算 子 4 的 实 特征 值 也 都 是 正 的 . 
义 因 为 4 的 其 他 特征 值 /都 满足 |w < pi, 所 以 问题 (2.1.1) 的 其 他 特征 值 和 都 满 
和 足 | 和 | > 和 Xi. 同时 , 与 问题 (2.1.1) 的 其 他 特征 值 对 应 的 特征 函数 如 果 是 实 函 数 , 一 
定 在 9 内 变 号 . 此 外 , 因为 ul 是 4 的 简单 特征 值 , 所 以 Ai 是 问题 (2.1.1) 的 简单 
特征 值 . 

对 于 一 般 情 形 , 可 取 常 数 C > 0 使 得 C+elz) > 0 在 8 上 成 立 . 把 特征 值 问 
题 (2.1.1) 改写 成 


Lut+Cu=(A+C)u, ZET/ 
4 一 0, T EON. 


利用 上 面 的 结果 , 我 们 有 

定理 2.2.3 ”特征 值 问 题 (2.1.1) 有 简单 的 实 特 征 值 , 还 是 实 部 严格 最 小 的 特 

征 值 , 与 它 对 应 的 特征 函数 在 1 内 是 正 的 ( 负 的 ), 并 且 只 有 这 一 个 特征 值 对 应 于 实 

的 在 8 内 无 零点 的 特征 函数 . 通常 把 对 应 于 正 ( 负 ) 特征 函数 的 特征 值 称 为 主 特征 

值 或 第 一 特征 值 . 因此 问题 (2.1.1) 的 主 特征 值 是 唯一 的 并 且 还 是 实 的 和 简单 的 . 

利用 紧 算 子 的 特征 值 理论 又 知 , 问题 (2.1.1) 有 可 数 个 特征 值 : 和 1, 和 2,…… ,和 m,…… 
如 果 特 征 值 都 是 实 的 , 可 以 把 它们 按照 从 小 到 大 的 顺序 排列 成 


Al <A < :< 和 Am 二. ， 


或 者 
Ni < )a 区 .所 mn 扫 . 
前 者 记 重 数 , 而 后 者 不 记 重 数 . 此 时 , 和 1 是 主 特征 值 (第 一 特征 值 ), 也 是 取 小 特征 
值 
如 果 边 界 条 件 是 +b(z)u = 0 并且 bzjlso > 0, 类 似 的 结论 成 立 . 
关于 主 特征 值 , 我 们 还 有 下 面 的 更 一 般 结果 . 
定理 2.2.4 ([2, 定理 1.4, 定理 2.1, 定理 2.7]) 假设 00 € Ct°, 88 = TU 


其 中 Tho 禾 是 两 个 互 不 相交 的 既 开 又 闭 集合 (其 中 有 一 个 可 以 是 空 集 ). 考虑 特 
征 值 问题 


XU 一 AU TE 
(2.2.1) 
Wu = 0, TEON, 
其 中 
?1 ， T E To, 
Bu = (2.2.2) 
+b(rz)u, TEN, 
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be Clto( 丰 ), bz) > 0,0<a<1l. 那么 特征 值 问 题 (2.2.1) 有 简单 的 实 特征 值 记 为 
A1, 与 其 对 应 的 特征 函数 在 f 内 不 改变 符号 . 同时 , Ai 还 是 实 部 最 小 (不 一 定 严 格 
最 小 ) 的 特征 值 . 

推论 2.2.1 假设 be Cite(80),b(z) >0 并 且 ce C9(n), 那么 特征 值 问题 


一 AU 二 ci 一 AL TEN, 
Wu = 0. TEON 


和 生生 特征 值 并 且 还 是 实 的 和 简单 的 , 同时 还 存在 与 Ai 对 应 的 正 


定理 2.2.5 假设 c(z) > 0, Ai 是 特征 值 问 题 


的 主 特征 值 ( 它 一 定 是 最 小 特征 值 并 且 还 是 实 的 和 简单 的 )， 其 中 
(i) al(z) 三 0，bz) 三 1， 或 者 (ii) a(z) 三 1，bzZ) >0. 


如 果 c(z) 关 0 或 者 bz) 关 0, 则 Ai > 0. 如 果 clz) 三 bz) 三 0, 则 Ai = 0. 

有 关 主 特征 值 的 存在 性 , 利用 椭圆 型 方程 的 L? 理论 和 贡 入 定理 , 还 可 以 推广 
到 有 界 系 数 的 二 阶 线性 椭圆 算 子 的 情况 . 假设 ai; € C(f), bi,c E L>(1), 并 且 存 
在 正常 数 cc 和 Co, 使 得 
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2.3” 主 特征 值 、 最 大 值 原理 与 正 的 严格 上 解 之 间 的 关系 


前 面 已 经 提 到 , 椭圆 算 子 确定 的 特征 值 问 题 的 主 特征 值 , 在 偏 微 分 方程 的 研究 
中 起 重要 作用 . 作为 例子 , 下 面 我 们 针对 二 阶 线性 椭圆 型 方程 , 介绍 主 特征 值 、 最 
大 值 原理 与 正 的 严格 上 解 之 间 的 关系 . 首先 考虑 光滑 系数 和 一 般 边界 算 子 2 的 情 
况 , 即 2 的 系数 满足 上 节 的 条 件 (A) 和 (B), 算 子 多 由 式 (2.2.2) 定义 . 
定义 2.3.1 称 算 子 (22, 允 ) 具有 强 最 大 值 原理 性 质 是 指 ， 对 于 任意 的 ww € 
CIL(PJInC2(D), 由 : 
I XUD20 uA0, ET 


Wu > 0， reon 


uz (sg)0, ZE 1 
Bu > (<)0, rTEON. 


一 个 不 是 解 的 上 解 (下 解 ) 就 称 为 是 严格 上 解 (严格 下 解 ). 

上 解 与 下 解 合 在 一 起 称 为 上 下 解 . 在 上 面 的 定义 中 , 上 下 解 的 光 清 性 比 通常 的 
定义 中 上 下 解 的 光滑 性 要 高 , 即 要 求 ve C1(f). 应 用 下 面 的 定理 2.3.1 时 , 要 特别 
注意 这 一 扣 . 

定理 2.3.1 假设 定理 2.2.4 的 条 件 成 立 , 那么 下 面 的 结论 等 价 : 

(1) 兰 子 (名 , 儿 ) 具有 强 最 大 值 原理 性 质 ; 

(2) 算 子 ( 儿 , 贸 ) 有 一 个 在 f 内 恒 正 的 严格 上 解 ; 

(3) 算 子 (2 家) 的 主 特征 值 Al = Al(-2, 胃 ) > 0. 
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证 明 该 定理 及 其 证 明 源 于 文献 [2, 定理 2.4]. 
(1) 二 >(3). 假设 和 < 0. 取 对 应 于 和 1 的 特征 函数 $ 是 负 的 , 即 &8<0 在 人 内 
成 立 , 于 是 


HW9@ = 0, TEON. 


由 强 极 值 原理 知 6 > 0, 矛盾 . 
(3) 二 >(2). 设 少 > 0 是 对 应 于 和 的 特征 函数 , 那么 


| > TEW, 


这 说 明 几 是 一 个 在 2 内 恒 正 的 严格 上 解 
(2) 二 (1). 设 是 一 个 在 2 内 恒 正 的 严格 上 解 ， 先 证 明 在 TP 上 vw > 0. 车 不 
然 , 则 存在 zo < 六 满足 v(zo) = 0， 利 用 Hopf 引 理 知 多 u(zo) = 中 < 0, 此 与 


Ov 
条 件 um 之 0 矛盾 . 
再 证 明 v(z) > 6d(z, 0) 对 某 个 6 > 0 和 所 有 ze 8 成 立 . 如 大 不 然 , 则 存在 


序列 zk e 9, 使 得 v(xzk) < -dlzk, To). 特别 地 , 当 kk 一 > co 时 v(zx) 一 > 0. 通过 选 
取 子 序列 , 我 们 有 zx 一 > zo. 利用 v 的 连续 性 得 v(zo) = 0， 由 于 v 在 fuUT 上 


是 正 的 , 所 以 we [从 而 由 Hopf 引 理 知 0) < 0. 由 此 又 知 , 存在 5 > 0 和 


~ > 0, 使 得 v(xz) > 6d(z, 10) 对 所 有 7 e DN Bso) 成 立 . 此 与 上 很 大 时 zx 满足 


的 不 等 式 予 厦 . 
现在 证 明 (. 儿 ,多 ) 有 强 最 大 值 原理 性 质 . 假设 w 冯 0, 满 契 


先 假 设 在 9 内 wu > 0. 那么 w(zo) > 0 对 某 个 zo e 9 成 立 . 如 果 存 在 zi € 人 2, 使 
和 u(7z1) = 0, 则 存在 球 Bc , 在 B 内 w(z) > 0 成 立 , 同时 存在 z2 €E 6BN 09， 使 

得 u(z2) = 0. 在 点 zz 处 应 用 Hopf 引 理 得 Dyu(z2) < 0, 这 里 的 vo 表示 球面 9B 
在 点 zz 处 的 单位 外 法 向 . 由 此 推出 , 当 ze fn \B 且 靠 近 za 时 , u(x) < 0. 此 与 


wv 之 0 矛盾 . 所 以 在 内 ww> 0. 
下 面 证 明 w(xo) := minu < 0 的 情况 不 可 能 发 生 . 用 反 证 法 , 假充 u(xz0) < 0. 


因为 在 Fu >0 并且 we Cn) 所 以 存在 M > 0, 使 得 w > -Md(z, To0). 注意 
到 wv > 6d(z, 10), 我 们 有 


ut+év>0, vren, €>M/5. 
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由 于 v(zo) < 0, 所 以 上 面 的 不 等 式 对 较 小 的 & > 0 不 成 立 , 因而 存在 一 个 最 小 的 正 
弟 数 上 记 为 bo, 使 得 w+ &0v 20 在 0 内 成 立 . 这 样 ,5 := vw 十 &0v 是 一 个 严格 上 
解 并 且 在 2 内 是 非 负 的 , 故 不 能 恒 和 等于零. 同 于 上 一 段 的 讨论 知 ,5>0 在 8 内 
成 立 . 同 于 上 面 对 于 v 的 讨论 又 知 , 存在 s > 0, 使 得 5 > ed(zx, 10). 于 是 在 8 内 
wu 十 &0v 之 一 (Ee/M)u, 即 


u++éo(l+e/M) -iv>0, rE€n, 


此 与 5 的 最 小 性 矛盾 . 所 以 minw w < 0 的 情况 不 会 发 生 . 证 毕 . 

注 2.3.1 如 果 算 子 (多 ,多 ) 有 一 个 在 有 内 恒 正 的 严格 下 解 , 那么 (多, 络 ) 的 
主 特征 值 和 1(., 多 ) < 0. 

再 考虑 有 界 系数 和 Dirichlet 边界 条 件 的 情况 ， 此 时 把 边界 算 子 记 为 9. 称 
(多, 9) 具有 最 大 值 原理 性 质 , 如 果 对 于 任意 的 ve Wi%”( 人 ), 由 


LV0, TE 2: lim inf v(2) > 0， 


一 个 不 是 解 的 上 解 (下 解 ) 就 称 为 是 严格 上 解 (严格 下 解 ). 

定理 2.3.2 ([2, 定理 2.8]) ”假设 定理 2.2.6 的 条 件 成 立 ， 那么 下 面 的 结论 等 
价 : 

(1) 算 子 (名, 多 ) 具有 最 大 值 原理 性 质 ; 

(2) 算 子 (名 , 9) 有 一 个 在 8 内 恒 正 的 严格 上 解 ; 

(3) 算 子 (多 , 9) 的 主 特征 值 Xi(.22,9) > 0. 

注 2.3.2 如果 算 子 (多, 多) 有 一 个 在 1 内 恒 正 的 严格 下 解 , 那么 (多, 儿 ) 的 
主 特征 值 XI(2, 9) < 0. 
设 函 数 ge C(P), 记 问 题 


一 A 十 q(Z)i 一 AU ， ZTE 
4 一 0， ZEOI 


(2.3.1) 


的 主 特征 值 为 和 (gq). 当 g(x) 三 0 时 , 简 记 和 (0) = 和. 
利用 定理 2.3.2 和 注 2.3.2, 我 们 有 
推论 2.3.1 设 geEC(f),k 是 一 个 常数 . 如 果 存 在 正 吕 数 p, 使 得 
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(2.3.2) 


则 和 (gq) > (<)k. 进一步 , 如 果 (2.3.2) 不 是 恒等式 , 则 和 1(q) > (<)%. 

在 文献 [5|] 中 , Berestycki, Nirenberg 和 Varadhan 讨论 了 一 般 区 域 上 的 特征 值 
问题 , 并 建立 了 主 特征 值 与 最 大 值 原理 之 间 的 等 价 关 系 . 

假设 8 是 Rn" 中 的 有 界 区 域 (没有 光滑 性 条 件 ), .2 是 9 上 具有 实 系数 的 二 阶 
一 致 椭圆 算 子 


定义 2.3.4” 称 算 子 (. 儿 , 9) 具有 最 大 值 原理 性 质 , 如 果 ww E Wio” (1) 满足 : 
(ww 有 下 者; 
(2) 对 任意 的 点 列 {7; } 一， C f2, 由 ?zuo(zi) 一 0 可 以 推出 liminf w(x;) 过 0; 
(3) Y¥w2>0,7r.E€Eh, 

就 一 定 能 够 推出 在 人 内 wz 0. 
定义 算 子 (., 9) 的 主 特征 值 


Xi(.2,9)=sup{1 和 ER: 存在 8 > 0, 使 得 .9 > A9p}. (2.3.3) 


定理 2.3.3 [四 算 子 ( 儿 , 多 ) 的 主 特征 值 和 A1(. 多 ,多 ) 存在 , 并 且 算 子 (. 儿 ,9) 具 
有 最 大 值 原理 性 质 当 且 仅 当 和 Xi(.2,9) > 0. 
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本 节 讨 论 散 度 型 二 阶 线性 椭圆 算 子 的 特征 值 问 题 (2.1.2). 假定 2 的 系数 
满足 : 

(1) @i; € C°(f), qe C(W), 

(2) aij = aji, 且 存 在 剃 数 a > 0 使 得 
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(3) b(z) E C(O00), b(z) > 0. 
假设 和 是 特征 值 问题 (2.1.2) 的 一 个 特征 值 , ve Hi(f) 是 对 应 的 特征 函数 
利用 二 阶 线性 椭圆 型 方程 解 的 正则 性 理论 易 知 ， 对 于 任意 的 1<p < o%, 有 we 
W277(1), 从 而 vw € Cite(@). 
对 于 ve H (2), 定义 
F(u,v)= 3 | Qij(T)DiuD;vdz +/ q(T )uvdz + | b(T)uvdS, 


1,] 二 1 On 


(0)= | wd lvlls = V (u,v). 


因为 算 子 ( 儿 , 多 ) 是 对 称 算 子 , 我 们 有 
引 理 2.4.1 (1) 特征 值 问题 (2.1.2) 的 特征 值 都 是 实数 ; 
(2) 假设 入 和 入 是 特征 值 问 题 (2.1.2) 的 两 个 不 同 特征 值 , u 和 wu* 分 别 是 对 
应 于 入 和 入 * 的 特征 函数 . 则 ww 和 wu* 正 交 , 即 (u, u*) = 0. 
利用 椭圆 型 方程 解 的 唯一 延 拓 定理 , 我 们 有 下 面 的 结论 . 
定理 2.4.1 特征 值 问 题 (2.1.2) 的 任意 特征 函数 以 在 人 内 的 任意 球 上 不 能 
恒 为 零 . 
2.4.1 ”特征 值 的 极 值 性 质 


假设 是 特征 值 问 题 (2.1.2) 的 一 个 特征 值 , ve H1(f) 是 对 应 的 特征 函数 . 在 
2() 中 把 它 标 准 化 , 即 ||wll = 1. 因为 ve H2(0), 所 以 
Fl(u,u) = (Lu,u) 一 和 (UVU) = 


A= 3 | Qij (7)D: uDyudz+ | 


%,) 二 1] 和 


Sl 
qu’ dz +| b(z)u’ dsS. 
Of2 


引进 泛 也 
F(u) = 3 | Qij (7) Dupjudz+ 上 qu“ dz + | b(zT)u’dS, 
Of 


4, 二 1 


其 中 F 的 定义 域 D(F) 这 样 确定 : 当 边 界 条 件 是 (2.1.3) 时 取 D(F) = H3(0); 当 


对 于 任意 给 定 的 函数 组 ui,UmEZ2(D2), 记 
5({w ) 一 {u: UE D(%), lulls = ], 1 二 {wi 


a({v}) =inf {Pu) : wes(fo] 
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是 特征 值 问 题 (2.1.2) 的 一 个 特征 值 , 并 且 wi 是 对 应 的 特征 函数 . 
证 明 ”我 们 只 证 明 Bw = 的 情况 , 此 时 的 D(%8) = (0). 
第 一 步 ”讨论 Xi. 利用 椭圆 性 条 件 知 , 对 于 ve HI(0), lullz = 1, 有 


FPF(u) > o | vaz+ / quw“dz， 
(2 (2 
其 中 常数 a > 0. 由 此 推出 , F(w) 在 集合 
Ai:= {uv € Ho(N): llull2 = 1} 


上 是 强制 的 . 容易 看 出 41 是 序列 式 弱 闭 集 并 且 F 在 4; 上 是 弱 下 半 连 续 的 . 根据 
推论 1.2.1. 存在 Ui EE Al, 使 得 


和 A=F()= inf Fu). (2.4.1) 


PEHo (NY) 
利用 定理 1.2.1,， 
h JA (ui)pdr =0, vv € Ho(N), 
即 
F(ui, 内) 一 和 1 (21 ， 内 )， v 9 CE Hi (1). (2.4.2) 
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的 一 个 弱 解 ， 于 大 U1 EE Hj (1)N H“(f). 
. 同 于 第 一 步 可 以 证 明 , 第 二 个 极 小 问题 有 解 , 即 存 在 ws 6 
Ho (1), foal = = 1, u2 上 wi, 使 得 


M2 一 下 (ua) = inf {Fu) :ve HI(N), ull2s = 1,% Lu). 
对 于 和 wi 正 交 的 任意 函数 we Hi1(1), 同 于 式 (2.4.2) 的 证 明 可 得 
F(u2,Y) — Mu2, y) = 0. (2.4.3) 


对 于 任意 的 pe 下 (0), 取 常数 t= 一 (p, wi), 那么 少 := p 十 tui 满足 (ua) = 
利用 式 (2.4.3) 知 


F(u2, Oo) — Nu2,p) + tIF(u2, 1) — MN (uz, u1)] = 0. 
因为 (wz2,wi1) = 0, 在 式 (2.4.2) 中 取 yg = wz, 就 有 (wi,w2) = 0, 于 是 
F(u2,9) — Mo(u2,9) = 0. 
类 似 于 第 一 步 的 讨论 , uz 满足 


重复 以 上 步骤 , 即 得 结论 . 证 毕 . 
推论 2.4.1 按 上 面 的 方式 得 到 的 特征 值 Xx 和 对 应 的 特征 函数 uk 具有 以 下 
性 质 : 
Fl(ux) = Ax, luxlls =1, MAktrt1, Vk 1, 


F (wk, ul) = 0, (Uk, UL) =0, Vv k L 
六 (uk Op) 一 Ab Pp) =0, Vo E D(H). 
于 是 我 们 可 以 按 如 下 方式 排列 : 


A Ao MANA 


定理 2.4.3 ( 极 大 - 极 小 原理 ) 按 上 面 的 方式 得 到 的 特征 值 问 题 (2.1.2) 的 特征 
值 XK 可 以 写成 
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证 明 ”对 任意 给 定 的 函数 v1,… ,w_ie 72(0), 先 证 明 存在 pe @({fwi} 和 7， 


k 
使 得 F(p) < 和 A. 事实 上 , 取 p=》 cjws, 则 pe 了 (多 ) 并 且 
j=1 
9， vi) = > ci(uy, ui)， i=1, 大 一 十 (9, p) 一 >》 cj 
7 一 ] 7 一 1 
芭 可 以 取 到 CL1 ， Ck,， 使 得 
lplls = 1, (9, vi) = 0, 1=1, ,k—1l 


2.4.2 特征 值 的 无 界 性 和 特征 函数 系 的 完备 性 
利用 泛 函 的 极 值 问题 , 我 们 得 到 了 特征 值 问 题 (2.1.2) 的 一 串 特征 值 


{Mei: NSMS KMS 


和 对 应 的 特征 函数 


{Wx} : Xk = Fuxr), luxrlls =1. 


定理 2.4.4 lim Mx = oo. 


KK— OO 
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证 明 用 反 证 法 . 假设 
Ak 一 3» ] Qij(T T)D; iUk Di;uUkdT + 


2,7 一 | 人 


q(zT)uz dz + bxdS 
O82 


上 方 有 界 . 选取 正常 数 c, 使 6 = min(g(z) 十 c) > 0. 因为 在 62 上 b(z) > 0, 所 以 
存在 正常 数 M, 使 得 


是 紧 的 , 故 存在 一 个 子 序列 , 仍 记 为 fwkjse ， 使 得 


lim [wx 一 ulll> = 一 0U. 
大， 一 CO 


然而 , 当 上 关 1 时 ， 


ux ul|2 一 (Uk — Ul, Uk 一 Ul ) 一 2. 


这 是 一 个 矛盾 , 所 以 lim 和 = co. 证 毕 . 


Kk— OO 


定理 2.4.5 ”数列 {Xk}，; 是 问题 (2.1.2) 的 全 部 特征 值 , 特征 函数 系 {wk} 
是 L“( 人 2) 中 的 一 个 完备 正 交 系 . 
证 明 ”假设 入 是 特征 值 问 题 (2.1.2) 的 一 个 特征 值 , 并 且 和 g Ded- ,. 记 六 
对 应 的 特征 函数 是 ,| 鹿 2 = 1, 那么 F(2) = 入, 且 (bi,wvk) = 0, k= 1,2,…. 于 是 


利用 特征 值 的 极 小 原理 又 得 ,和 > 和 41 对 所 有 的 上 > 1 成立. 又 因为 Ak 一 co, 这 
显然 是 一 个 矛盾 . 

再 证 {ur},, 是 (2) 中 的 一 组 完备 正 交 系 . 先 证 明 D( 多 ) 中 的 函数 可 以 按 
照 函数 系 {ur},_， 展开. 假设 fe D( 多 ), 记 


则 有 
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利用 特征 值 的 极 小 性 质 , 有 和 kri(px, px) 二 F(px), 即 ok 和 FF(pk)/ 和 M+1. 因为 


由 此 得 
再 利用 
知 
忆 oo 
f 一 >》, Ci Ui. 
2 一 ] 


对 于 任意 fe L?(2), 存在 ge D( 多 ) 使 得 fgll2 < ef/3,e >0. 记 (g, wi)=d 


2 9 


则 
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因为 (f —9, Ui) 一 ci 一 cy 由 Bessel 不 等 式 推 知 


2 


注 2.4.1 ”从 定理 2.4.5 的 第 一 个 结论 和 主 特征 值 的 性 质 容易 看 出 上面 得 到 
的 和 1 是 问题 (2.1.2) 的 主 特征 值 . 从 而 {Xkjse ， 可 以 按照 从 小 到 大 的 顺序 排列 成 


Al1 <A2 AM Mk .…: 


2.4.3 ”特征 值 的 变化 


本 节 利 用 特征 值 的 极 大 - 极 小 原理 ,讨论 不 同类 型 边界 条 件 下 的 特征 人 的 大 小 
关系 、 特征 值 关 于 参数 的 连续 依赖 性 以 及 特征 值 关 于 区 域 的 连续 依赖 性 . 首先 考虑 
下 面 的 三 个 特征 值 问题 : 


3 aij(Z)Diucos( 7;) + bso(T)u =0, TEON. 


2,J] 二 1 


Sw T E ff2， 


分 别 记 它 们 的 第 个 特征 值 为 和 A, XY 和 A). 
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假设 bl(zZ) 和 bo(Z) 在 边界 901 上 成 立 , 那么 


上 式 两 边关 于 {v;}-， 取 上 确 界 便 得 , X2) < Xk. 同 理 可 得 另 一 个 不 等 式 . 证 毕 
再 考察 下 面 的 两 个 特征 值 问题 


3 Dj(aij(T)Diu) + q(T)u=AM, TEN, 


2,7 一 ] (2.4.4) 
Wu = 0, T E Of/ 
和 
— >》 Di(aij(z)Diu)+azu = MN, rEnN, 
11 一 1] 
Wu = 0, TEON 
它们 的 第 个 特征 值 分 别 记 为 和 和 入 x. 
定理 2.4.7 假设 
as(TYiy; < 》 dij(T)Yiyi, VIE N, yeER", 
,7 二 ] i,7 二 ] 
并 且 


则 有 和 < 和 ,k= 1,2, 
证 明 “我们 只 证 第 一 个 结论 第 个 线 论 的 证 明 鲜 作 汪 是 
记 特 征 值 问题 (2.4.4) 对 应 的 泛 函 是 (yp), 它 的 特征 值 Xk 对 应 的 特征 函数 是 
uk. 分 解 g(z) = gq(z) 十 h(z), 则 Apz) > 0, h(z) 半 0. 考虑 特征 值 问 题 
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假设 (ww) 是 它 对 应 的 泛 函 , 入 是 它 的 第 & 个 特征 值 . 由 第 一 个 结论 知 ，Ak < 入 
同 于 定理 2.4.2 中 极 小 问题 有 解 的 证 明 可 证 , 极 小 问题 


FPF(Y) = inf {F(y): pe s({u}i1)} 


有 解 v, 并 且 wv 是 特征 值 问题 (2.4.5) 的 一 个 特征 函数 . 注意 到 特征 函数 在 ?2 内 的 
任意 球 上 不 能 恒 为 零 , 先 利用 特征 值 的 极 大 - 极 小 原理 ， 再 利用 特征 值 的 极 小 原理 ， 
我 们 有 
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对 应 的 泛 函 是 F*(y), 第 个 特征 值 是 jv. 由 定理 2.4.7 知 je < 允 . 又 记 特征 值 
问题 (2.4.4) 对 应 的 泛 函 是 F(y), 特征 值 和 对 应 的 特征 函数 是 wk. 同上 可 证 , 极 
小 问题 

F*(Y) = inf1F*(yg): 9 E€ $({ui}i1 )} 


有 人 解 , 并 且 wv 是 特征 值 问题 (2.4.8) 的 一 个 特征 函数 . 因为 ws = 1, 由 Poincaré 
不 等 式 知 , | DJ > jo. 利用 特征 值 的 极 值 性 质 , 有 


定理 2.4.9 ”特征 值 问 题 (2.1.2) 的 特征 值 连续 依赖 于 系数 aij(7), q(T) 和 b(7). 
仅 以 算 子 一 人 为 例 来 证 明 Xi 关于 gq(z) 的 连续 依赖 性 , 其 余 证 明 可 以 参 
见 文献 [61. 为 了 强调 Ai 关于 gq(z) 的 依赖 性 , 我 们 把 Ai 写成 Xi(g). 假设 在 L%(f) 
中 gm 一 > q. 分 别 记 um 和 ww 是 对 应 于 和 1(qm) 和 Ai(q) 的 单位 化 的 正 特征 函数 , 即 


M1(q —1) < Ai(gm) < AM(q+ 1). 


由 此 知 , 存在 与 m 无 关 的 正常 数 C 使 得 
| — qmuUm 十 和 Al (qm )Umilloo <C. 


应 用 椭圆 型 方程 的 L? 理论 于 问题 (2.4.9) 知 , 对 于 任意 的 p > 1, {um}， ， 是 
W??(1) 中 的 有 界 集 . 再 利用 拒 入 定理 , {um}”_， 在 C1(2) 中 是 紧 的 . 于 是 存在 
fw) ， 的 子 列 , 仍然 记 为 它 自 身 , 使 得 在 C1(O) 中 wm 一 > uo. 因为 Ai(q 一 1) < 
A 和 (qm) < 和 L(g 十 1), 不 妨 认 为 和 (qm) 一 入. 于 是 在 L>(n) 中 ， 
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—Auo = —quo+ A uo, TE RN; vuolen =0, livolloo =1. 


根据 弱 解 的 强 最 大 值 原 理 (定理 B.1.9), 在 Q 内 wo > 0. 这 说 明 , 入 是 .2 的 主 特 
征 值 , 即 X* = Xi(q), 并 且 wo 是 对 应 于 和 Ai(q) 的 正 特征 函数 . 又 因为 wo > 0, 所 以 
uo 一 4. 这 也 说 明 , 整个 序列 wm 一 u, Xi(dam) 一 Ni(q). 定理 得 证 . 

再 考虑 特征 值 关 于 区 域 人 的 连续 依赖 性 . 记 特 征 值 问 题 (2.1.2) 的 第 个 特 
征 值 是 入 (0). 

定理 2.4.10 
人 7 C 02* 隐 含 Xk(O) 关 Ap TS 人 隐 含 Xk(O) > Ak( 人 六 )， 同时, 当 区 域 2 连 
续 变化 时 , 和 (2) 也 连续 变化 . 

如 果 边 界 条 件 是 Neumann 边界 条 件 或 者 Robin 边界 条 件 , 那么 Ak([2) 关于 
的 单调 性 一 般 不 成 立 , 并 且 关 于 的 连续 依赖 性 也 是 在 特定 的 意义 下 才 成 立 . 关 
于 Neumann 边界 条 件 的 结果 和 反例 可 参见 文献 [6,7], 关于 Robin 边界 条 件 的 结果 
和 反例 可 参见 文献 [8]. 
证 明 ”只 证 明 Ak(2) 关于 区 域 9 的 单调 性 和 和 (8) 关于 区 域 8 的 严格 单调 
性 , 其 余 证 明 可 以 参见 文献 [6]. 定义 


Fo(y) = > | ,sse) DigDivas 十 | gp” dx. 


2,] 二 1] 


在 这 个 证 明 中 , 总 用 $ 表示 可 (0) 中 的 函数 yp 零 延 拓 到 02* 之 后 得 到 的 函数 . 显 
然 5 € (02*), 并 且 gizc9*) = lpl|lrzcw): 于 是 由 特征 值 的 极 小 原理 得 
A1(0)=inf {Fa(y): p € Ho(0), llpllr2(n) = 1} 
=inf {Fo:($): $ € Ho(0"), gllr2c0:) = 1} 
>inf {Fo: (9°): p* € Ho(f"), e>"lzao = 1} 


征 值 的 极 大 - 极 小 原理 知 


上 式 右 几 关于 v1,… ,vk E L2(f2*) 取 上 确 客 即 得 和 41(02) > A 和 +1(02*). 
下 面 证 明 当 QS 0* 时 , 和 (0) > 条 (22*). 设 w 和 wr* 分 别 是 对 应 于 A1(f8) 和 
Ai1(f2*) 的 正 特征 函数 , 那么 在 8 内 wu > 0, 在 2* 内 wu* > 0, 并且 还 有 
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| : (2.4.10) 


二 (2.4.11) 


因为 矩阵 (a;;(z))nxn 是 正定 的 , 所 以 方向 


T 
= (Qij(7T))nxnr = Set Q1j;(T) cos(v, Zhi) ,> ,ani(7) Cos(v, 加 
与 v 之 间 的 夹 角 小 于 /2. 运用 Hopf 引 理 于 问题 (2.4.10) 得 


<0. (2.4.12) 


用 w* 乘 以 特征 值 问 题 (2.4.10) 的 方程 两 端 并 在 Q 上 积分 , 再 利用 式 (2.4.12) 得 


AND) 人 udZ 一 一 3 | uU” aij(T)Diu cos(v, Ti)d9 
Of 


十 3 [RA Qij(T)DiuD;u" dz +/ g(x )uu”d 


J 


> 3 aij(Z)DiuDiu dz +/ q(zX)uu dz. (2.4.13) 


?7 一 工 


把 尽 零 延 拓 到 f2*, 延 拓 后 的 函数 仍 记 为 u. 用 乘 以 特征 值 问 题 (2.4.11) 的 方程 
两 端 并 在 Q* 上 积分 , 并 注意 到 在 02*\ fn 上 w= 0, 我 们 有 


Na(25 / uu dZ 一 Al 人 上 WU dz 

12 

一 大 Qij(T)DiuD;u dz +| q(T)uu” dz 
7 二 1 (2* 


一 / aij(Z)DiuDi dz +| q(Z)z dx. (2.4.14) 
42 


由 不 等 式 (2.4.13) 和 等 式 (2.4.14) 立即 推出 , 和 (0) > 和 (02*). 证 毕 . 


2.5“” 非 完全 故 合 的 二 阶 线性 顶 圆 型 方程 组 的 特征 值 问题 . 31 . 


2.4.4 ” 主 特 征 值 与 谱 半径 之 间 的 关系 


本 市 建立 主 特征 值 与 谱 半 人 径 之 间 的 密切 关系 . 

定理 2.4.11 设 g(z) EC( 人 ), M 是 正常 数 , 使 得 M 一 g(7) >0 在 人 上 成 立 . 
记 A1(g) 是 问题 (2.1.2) 的 主 特 征 值 , 那么 

(1) A(q) <0— "7|(M- D;(ai;(7)Di)) 

(2) Ai(q) > 0 =— 7|(M — D;j(ai;(7)Di)) 

(3) A1(q) = 0 =—> 7[(M — Dj(@i;(7)D;)) 

证 明 ”为 了 简化 记号 , 我 们 记 


A= (M 一 D; (Qi; (xz)Di)) (M 一 q(x)). 


因为 算 子 4 是 一 个 肾 线 性 算 子 并 且 关 于 正 锥 P 是 强 正 的 , 由 定理 2.2.2 知 , r(-4) > 
0, 并 且 r(A) 是 算 子 4 的 最 大 特征 值 , 对 应 的 特征 函数 w > 0, 即 Aw = 7(A)w, 或 


(M— aq(z))| > 1 


(M — q(x))| < 1 
(M — q(x))| =1. 


1 


1 


分 别 用 w 和 w 乘 (2.4.15) 和 (2.4.16) 的 方程 两 边 并 在 0 上 积分 得 


r(.4) Lu — q(2))wudz = 上 (M — g(x))uw 十 Xi(g)uw| dz (2.4.17) 


因为 在 Q 上 w,w,M 一 g(x) > 0, 由 (2.4.17) 式 容易 推出 定理 的 结论 . 


2.5” 非 完全 厢 合 的 二 阶 线 性 椭圆 型 方程 组 的 特征 值 问 题 


本 节 讨 论 非 完全 耦合 的 二 阶 线性 椭圆 型 方程 组 的 特征 信 问 题 . 设 函 数 c e 
Ce(1), 算 子 
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?27 一 工 ?7 一 工 


都 是 区 域 9 上 的 一 致 椭圆 算 子 , 系数 a,b,ai;,bi; E C*(f). 定义 


zs(*)- (3 ) 
1) NY 


叉 设 边界 算 子 多 是 齐 炊 Dirichlet, 或 者 齐 侈 T eumann, 或 者 齐 次 Robin 边界 算 子 . 
定理 2.5.1 分别 记 算 子 (NM, 贸 ) 和 (.N, 贸 ) 的 全 部 特征 值 为 jl < Ha < 
LW3 入 和 < 3. 那么 算 子 (名, 留 ) 的 谱 仅 由 特征 值 构成 ,并 且 
o(Z,B)= {mm} U {é€i}.. 
证 明 ”只 证 多 是 齐 次 Dirichlet 边界 算 子 的 情况 . 在 下 面 的 记号 中 , 略 去 算 子 
%. 
第 一 步 ” 取 一 个 适当 大 的 正常 数 4, 使 得 外 二 4>0, 刀 十 4 > 0. 设 gp; 和 
ww 分 别 是 算 子 NM 和 .NH 对 应 于 1; 和 点 的 特征 函数 . 直接 验证 知 , 1 + 4 是 算 
子 VY + 4 的 特征 值 , 对 应 的 特征 函数 是 oj; &; 十 4 是 算 子 XY + 4 的 特征 值 , 对 
应 的 特征 函数 是 wi: 由 于 人 和 {wi}， 都 是 工 (8) 中 的 完备 正 交 系 , 所 以 
| i=1 分 别 是 算 了 NM + 4A 和 .NH ++ 4 的 全 部 特征 值 . 


那么 
(EF —Aw = (AN 
当 且 仅 当 
Mut eT 一 Mu = Mut er) — Mu2, TE (2, (2.5.1) 
NA = Nv mA, TEL 人 (2.5.2) 


因为 qo(.NH), 由 (2.5.2) 式 知 v1 = v2. 再 由 入 Yo(NM) 和 (2.5.1) 式 知 wl = wz， 
所 以 算 子 2 - 入 是 单 射 . 如 果 能 够 证 明 算 子 名 一 和 是 满 射 , 那么 根据 Banach 迎 
算 子 定理 , 入 是 算 子 的 正则 值 . 

对 于 任意 的 Wl 二 (ui 01)™ 和 IL*( 12)”, 方程 (¥ 一 入 )U2 一 WIl 有 解 WwW2 二 


2.6 ”为 一 类 特征 值 问 题 .33 . 


这 样 就 证 明了 IT( ) C {pi ;一 1 U {é&i}.). 
第 三 步 直接 验 证 知 wi 是 . 的 特征 值 , 对 应 的 特征 函数 是 (yi;,0):. 对 任意 
的 与, 如 果 与 {pi},, 那么 与 是 算 子 2 的 特征 值 . 如 果 与 4 {yi},_1, 那么 
问题 

(HM — Ei)p+e(r);=0, TEN; p=0, TEON 
有 唯一 解 p. 再 由 Ny; = &jw; 知 
Lp,bi) = 6 (pi;) . 


因为 w; 关 0, 所 以 &; 是 算 子 . 的 特征 值 , 故 {jy} U {f 


1 CO(Z). 证 毕 . 
如 果 把 算 子 .2 换 成 


即 完 全 硬 合 的 椭圆 型 方程 组 , 它 的 特征 值 还 不 完全 清楚 . 


2.6 ”为 一 类 特征 值 问题 
在 应 用 中 , 还 经 常 遇 到 如 下 形式 的 特征 值 问题 


其 中 8 是 R" 中 的 有 界 光 滑 区 域 . 同 于 2.2 节 , 我 们 假设 
(A) 是 一 致 椭圆 算 子 : 

(B) aij(7), bi(z), cz) € C(1), p(xz) € L™( 1), p(x) A 0. 

我 们 只 讨论 c(z) > 0 的 情况 . 如 果 c(z) > 0 不 成 立 , 结果 非常 复 沐 . 


有 唯一 解 ve Cl+a(P) nm 五 . 定义 Au = v. 因为 舱 入 C1t+*(f) 一 C1(8) 是 紧 的 ， 
所 以 算 子 4 是 线性 紧 算 子 . 定义 
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P = closure{u : u EE, uln > 0 ~ <0} 
Ov 1an 


那么 P 是 E 中 的 一 个 闭 锥 , 并 且 intP 关 多 . 事实 上 , 利用 引 理 2.2.1 可 证 


intP = {uv: u € E, uln >0, | < of. 
Ov lan 


由 最 大 值 原理 知 4u € intP vw € P\{0}, 即 A 关于 PP 是 强 正 的 . 利用 定 
理 2.2.2 推 知 , 存在 唯一 的 ji := r(4) > 0 和 唯一 函数 ve intP, jlvl| = 1, 使 得 
Av = Huo 并且 4 的 其 他 特征 值 jy 都 满足 |j| < jp, 于 是 p(z)uv = 22(4u) = pj 多 vv 


即 .wv = 一 p(x)v. 这 表明 特征 值 问题 (2.6.1) 有 特征 值 Al = 1/p1 > 0, 且 对 应 的 


特征 函数 v(z) > 0, z € f. 

从 上 面 的 讨论 又 可 以 看 出 , 特征 值 问题 (2.6.1) 的 特征 值 与 算 子 4 的 特征 值 互 
为 倒数 . 注意 到 c(z) > 0, 由 极 值 原理 容易 推出 , 问题 (2.6.1) 的 实 特 征 值 都 是 正 的 ， 
于 是 算 子 4 的 实 特征 信也 都 是 正 的 . 又 因为 4 的 其 他 特征 值 4 痢 满 中 |4| < ji， 
所 以 问题 (2.6.1) 的 其 他 特征 值 入 都 满足 | 和 | > Xi. 同时 , 与 问题 (2.6.1) 的 其 他 特 
征 值 对 应 的 特征 函数 如 果 是 实 函 数 , 一 定 在 Q 内 变 号 . 此 外 , 因为 ui 是 4 的 简单 
特征 值 , 所 以 Ai 是 问题 (2.6.1) 的 简单 特征 值 . 至 此 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 2.6.1 假设 c(z) > 0, p(z) > 0, 半 0. 那么 问题 (2.6.1) 有 简单 的 实 特 征 
值 Xi > 0, 与 它 对 应 的 特征 函数 是 实 函 数 并 且 在 由 内 无 零点 , 与 其 他 特征 值 对 应 
的 特征 函数 如 果 是 实 函 数 , 一 定 在 2 内 改变 符号 . 按照 2.2 节 中 的 定义 , 这 个 Xi 
是 主 特征 值 . 因此 当 c(z) > 0, p(z) > 0, 半 0 时 , 问题 (2.6.1) 的 主 特征 值 是 唯一 的 
并 且 还 是 正 的 . 


2.6.2 在 1 上 p(x) 变 号 的 情形 
方便 起 见 , 我 们 只 讨论 下 面 的 一 种 特殊 形式 : 


—Au = Ap(r)u, ZE 92， 
v = 0, TEON. 


如 果 把 算 子 -A 换 成 -Dj(aijDiu), 下 面 的 讨论 仍然 成 立 ， 
假设 集合 2 = {u € HI(1): |r® u (7z)dz > 01 非 空 . 


我 们 直接 利用 标准 形式 的 二 阶 线性 椭圆 算 子 的 特征 值 问 题 的 已 知 结论 , 来 讨论 
特征 值 问 题 (2.6.2) 的 特征 值 . 事实 上 也 可 以 利用 变 分 万 法 来 讨论 , 参见 后 面 的 定 
理 9.2.3 的 证 明 . 


第 一 步 ” 证 明 特 征 值 问题 (2.6.2) 的 特征 值 是 离散 的 . 


2.6 “” 另 一 类 特征 值 问题 .35 . 


显然 和 = 0 不 是 问题 (2.6.2) 的 特征 值 . 按照 如 下 方式 定义 鼻子 4 : HG (8) 一 
Ho (0): 
Au = (—A)”! (p(T)u), Vue Hi (1). 


那么 4 是 线性 紧 算 子 , 并 且 入 是 问题 (2.6.2) 的 特征 值 当 且 仅 当 1/ 和 是 算 子 4 的 
特征 值 . 因为 紧 算 子 的 特征 值 是 离散 的 , 最 多 以 0 为 聚 点 , 所 以 问题 (2.6.2) 的 特征 
值 也 是 离散 的 和 孤立 的 . 

第 二 步 ” 证 明 主 特征 值 的 存在 性 . 

先 考虑 下 面 的 辅助 问题 : 


—Au— p(T)u=pu, ZE 人 
vu = 0, TEON. 


(2.6.3) 


显然 入 是 问题 (2.6.2) 的 特征 值 当 且 仅 当 Ap(A) = 0 是 问题 (2.6.3) 的 特征 值 . 

由 2.2 节 的 结果 知 , 该 问题 有 主 特征 值 , 记 为 1 (和), 与 它 对 应 的 特征 函数 在 f2 
内 不 变 号 , 记 为 WA(z) 并 认为 在 8 内 p(x) > 0. 同时 Ja(A) 关于 和 连续. 再 由 特 
征 值 的 极 值 性 质 (2.4.1 节 ) 知 


— )= | | | Vul?dz 一 sf jds) (2.6.4) 


因为 集合 2 非 空 , 故 存在 we %, 使 得 
| p(X)W (zr)dr > 0. 
02 
于 是 存在 A > 0, 当 入 >A 时 有 
| Vw’dz 一 | p(xz)w’dzr < 0. 
0 0 


利用 此 不 等 式 和 式 (2.6.4) 便 知 , 当 和 >A 时 j(A)<0. 
记 特 征 值 问题 


的 主 特征 值 为 wo， 由 2.2 节 的 结果 知 po > 0. 根据 ji( 和 ) 的 定义 , 11(0) = Ho > 
0. 再 利用 ji( 和 ) 关于 入 的 连续 性 可 以 推出 , 存在 第 一 个 正 的 入 记 为 和 (Pp), 使 
得 ji (A1(p)) = 0. 与 pi( 和 1(p)) 对 应 的 正 特征 函数 记 为 1(z), 那么 和 A1(p) 是 问题 
(2.6.2) 的 一 个 正 特征 值 , 正 函数 $1(z) 是 与 Ni(p) 对 应 的 特征 函数 . 因为 yi (A1(p)) 
是 简单 的 , 所 以 Xi(p) 也 是 简单 的 . 同 于 2.2 节 , 把 具有 这 种 性 质 的 特征 值 称 为 问 
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题 (2.6.2) 的 主 特征 值 . 又 因为 和 1(p) 是 方程 yw1(A) = 0 的 第 一 个 正 根 , 故 Xi(p) 是 
问题 (2.6.2) 的 第 一 个 正 的 主 特征 值 . 

第 三 步 ”证 明正 的 主 特征 值 是 唯一 的 , 即 证 明 与 问题 (2.6.2) 的 其 他 正 特征 值 
对 应 的 特征 函数 都 变 号 . 

为 此 , 我 们 再 考虑 一 个 辅助 问题 


(2.6.5) 


其 中 正和 常数 M 满足 : 在 8 上 M++p(z) > 0. 由 于 M+pz) > 0， 利用 前 面 的 结论 
知 , 对 任意 的 入 > 0, 有 8(^) > 0, 并 且 特 征 值 问题 (2.6.5) 的 主 特征 值 唯一 存在 而 
且 还 是 正 的 , 记 为 81 (和), 与 它 对 应 的 特征 函数 在 人 内 不 变 号 , 亿 为 p、(7). 不 妨 认 
为 在 0 内 wx(z) > 0. 同时 81( 和 A) 关于 入 连续 、 严 格 单 增 . 第 二 步 的 结 朱 说明， 


Bi (Ai(D)) = Ai(D)， 


显然 和 是 问题 (2.6.2) 的 特征 值 当 且 仅 当 问 题 (2.6.5) 的 特征 值 6(A) = 入 . 假设 入 
是 问题 (2.6.2) 的 另 一 个 正 的 主 特征 值 , 与 它 对 应 的 特征 函数 9* (zx) 在 1 内 不 变 号 ， 
不 妨 认为 在 中 内 依 (z) > 0. 那么 (和 *, pb*) 满足 


Ap* + 和 MG =NIM+pz)0, rEen, 
9” = 0, , ZE Of/ 


根据 主 特征 值 2;(A) 的 唯一 性 , 81(X*) = 入 . 再 利用 特征 值 的 极 小 原理 ， 


由 此 容易 推出 , 81( 和 ) 在 [0,co) 上 是 凸 函数 , 即 对 于 任意 的 和 ,和 2>0 和 0<t<1， 
有 


Bi(tAM + (1 —t)M2) > tB1(AN1) + (1 — tt)61(N2), 


于 是 
Bi(tA1(p) + (1 tN) > B11(p) + (1 —t)B1(N) =tA1(p) + (1 — tN. (2.6.0) 


因为 Xi(p) 是 问题 (2.6.2) 的 第 一 个 正 的 主 特征 值 , 所 以 和 i(p) < 入 .不等式 (2.6.6) 


2.7 ”特征 值 的 完备 性 定理 的 应 用 z . 37 . 


第 一 个 正 根 , 因而 在 区 间 [0, 入 ] 上 B81( 和 A) > 和 在 入 = 和 Xi(p) 处 BA) = 和 同时 在 区 
间 [0, 和 (Dp)) 内 B61( 和 和 ) > 入 . 这 与 81( 和 ) 的 凸 性 相 矛 盾 . 

第 四 步 ” 证 明 A1(p) 是 第 一 个 正 特征 值 . 

对 于 任意 给 定 的 和 > 0, 由 2.2 节 的 结果 知 , 问题 (2.6.3) 的 特征 值 可 以 排列 成 


HA) < H2(A) & 13(A) 1: 


如 果 0 < A 和 No < 和 i(p) 是 问题 (2.6.2) 的 一 个 特征 值 , 那么 存在 i, 使 得 ji(Ao) = 0. 
因为 Xi(p) 是 (和 ) = 0 的 第 一 个 正 根 , 所 以 i > 2, 从 而 有 ji( 和 No0) < Hi(Xo) = 0. 
又 因为 u1(0) > 0, 于 是 在 区 间 (0, 和 0) 内 ji( 和 ) = 0 至 少 有 一 个 根 , 这 与 Xi(p) 是 
MA(A) = 0 的 第 一 个 正 根 相 矛盾 . 


非 空 . 那么 问题 (2.6.2) 的 正 主 特征 值 唯一 存在 , 记 为 A1(p), 并 且 A1(p) 还 是 正 特征 
值 中 的 最 小 者 . 

当 p(z) 变 号 时 , 我 们 只 证 明了 问题 (2.6.2) 的 正 主 特征 值 的 存在 性 和 唯一 性 ， 
并 且 它 还 是 正 特征 值 中 的 最 小 者 . 并 不 清楚 其 他 特征 值 是 否 存在 , 具有 什么 样 的 给 
构 . 这 与 p(z) > 0, 半 0 的 情况 完全 不 同 . 

一 个 有 趣 的 结果 是 : 当 p(x) 变 号 时 , 特征 值 问 题 (2.6.2) 还 可 能 有 负 的 主 特征 
值 . 例如 , 当 


{rE QR:p(r)>0}>0, |{zen:p(z)<0}>0 
时 , 记 g(xz) = 一 p(x). 前 面 已 经 证 明 , 问题 (2.6.2) 和 问题 


—Au = Mg(r)u, ZE 人 2 
v = 0, TEON 


分 别 有 正 的 主 特征 值 Xi(pz) 和 和 (gq). 显然 -和 (gq) 是 问题 (2.6.2) 负 的 主 特征 值 . 这 
也 说 明 , 当 p(z) 变 号 时 , 问题 (2.6.2) 的 主 特征 值 不 是 唯一 的 . 从 这 一 点 我 们 可 以 
看 出 , 特征 值 问题 (2.6.2) 的 特征 值 的 结构 是 非常 复杂 的 . 


2.7 ”特征 值 的 完备 性 定理 的 应 用 
作为 定理 2.4.5 的 第 一 个 应 用 ， 我 们 证 明 下 面 的 Poincaré 不 等 式 . 
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并 且 1/M2 是 使 上 式 成 立 的 最 小 常数 , 也 称 最 佳 常数 . 这 里 的 up = fu 是 以 在 
人 2 上 的 平均 . 

证 了 朋 设 {Xi}. 和 {vi}. 分 别 是 算 子 -人 A 在 ff 上 市 有 齐 砍 Neumann 边 
界 条 件 的 特征 值 和 对 应 的 特征 函数 , 并 且 认 为 ||wills = 1, i > 2. 先 考 虑 wv € H?(0)， 


4 ”= 0 的 情况 . 把 wu- un 按照 特征 函数 系 {w}”， 展开 


Ov 隐 


其 中 ci 是 弟 数 . 因为 
| -uar=0 | wz=0 v1 之 2, 


所 以 cy = 0. 利用 {uw}s 的 正 交 性 质 , 我 们 有 


2.7 特征 值 的 完备 性 定理 的 应 用 39. 


令 m 一 oo 知 , 不 等 式 (2.7.1) 对 于 这 样 的 v 成 立 . 
因为 当 w = ws 时 ， 


[Yu2ll2 = Xallwall2 = Xua 一 (v2) 92; 


作为 定理 2.4.5 的 第 二 个 应 用 , 我 们 讨论 齐 次 Neumann 边 值 问题 可 解 的 充分 
必要 条 件 . 
定理 2.7.2 设 feL*(f), 那么 边 值 问题 


并 且 在 /| vv(z)dz = 0 的 意义 下 解 是 唯一 的 


证 了 明 ”只 证 充分 性 . 因为 | 1® f(z)dz = 0, 可 以 把 f 分 解 成 f = 》 ciwi, 并 记 


i 二 2 


DD wi, 其 中 和 ; 和 wi 同 于 定理 2.7.1 的 证 明 过 程 . 显然 ue L2(02), 并 且 满 足 


/ u(Zz)dz = 0. 再 记 wu” = 室 wi. 因为 
02 1 二 2 Ai 
cic; 
Vu .Vu "dz= — Vui: Vujd7 
0 2 和 i 和 i /0 
CiC; 
一 一 3 4 UiAuid7 
2 和 i 和 Ni Jn 
~ Cie; C2 
一 ijidZ 一 和 
2,7 一 2 ? 1 i 二 2 1 
一 2 
并 且 级 数 》 二 收敛 , 所 以 
pp 
一 一 2 厂 {2 ) 
Vu 2 x Vui E 了 (92) 
于 是 vw€ H'(f). 


对 于 任意 的 e H1(f), 我 们 有 
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这 说 明 是 问题 (2.7.2) 的 弱 解 . 再 利用 椭圆 型 方程 的 正则 性 结论 知 ve H?*(8). 
在 | (z)dz = 0 的 意义 下 , 解 的 唯一 性 可 由 积分 方法 获得 . 证 毕 


作为 第 三 个 应 用 , 我 们 将 证 明 : 若 gq(z) e C(P), 大 为 常数 , 和 (gq) 是 问题 (2.3.1) 
的 第 m 个 特征 值 , 则 A (gq 十 k) = 和 A 和 m(q) +k. 
事实 上 , 设 pm 是 与 Am(q) 对 应 的 特征 函数 , 则 


的 一 个 特征 值 , pw 是 对 应 的 特征 函数 . 由 于 函数 系 {pw}”_， 是 Z2(2) 中 的 一 个 完 
备 正 交 系 , 所 以 {XA(q)+k}”_， 是 问题 (2.7.3) 的 全 部 特征 值 , 即 {g+ An(9)}_ ， = 
{Am(q 二)}”_，, 再 根据 特征 值 的 从 小 到 大 的 排列 顺序 知 , 和 x(q 十) = 和 mm(q) 十 . 


习 加 2 


本 练习 中 , 总 假设 8 是 R" 中 的 有 界 光滑 区 域 . 
2.1 记 和 >0 是 算 子 -A 在 0 上 带 有 齐 次 Dirichlet 边界 条 件 的 主 特征 值 . 
证 明 


l 
uli < lpul, vue HI(0) 


并 且 1/ 和 A1 是 使 上 式 成 立 的 最 小 常数 , 也 称 最 住 散 入 常数 . 

2.2 ”假设 c(z) > 0. 利用 极 值 原理 证 明 特 征 值 问 题 (2.1.1) 的 实 特 征 值 都 是 
正 的 . 

2.3 ”不 利用 定理 2.3.2 和 注 2.3.2, 直接 证 明 推 论 2.3.1. 
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(2.A) 


有 非 零 解 , 那么 Xi(q) < 0; 如 果 问 题 (2.A) 有 不 恒 为 零 的 正解 , 那么 Xi(q) = 0. 
2.5 ”假设 ge C(0), 并 且 存 在 ve C?(f), v > 0, 半 0, 使 得 


的 非 负 解 . 又 设 雇 (z,w) < 0 关于 ze 8 和 wz0 成立, 并 且 对 于 任意 的 常数 b> 0 
在 f x (0,b) 上 和 (xz,u) 半 0. 试 证 明 w= 0 是 线性 化 问题 


的 唯一 解 . 
2.7 假设 g, gk < sc 并 且 当 k 一 oo 时 ， q(T) qz) 在 Q 上 一 致 成 立 . 


的 主 特征 值 . 
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(1) 证 明 lim 和 1(R)=0; 


R—o0 


(2) 证 明 特 征 值 问题 


2.11 考虑 对 称 形式 的 方程 组 的 特征 值 问题 


4 一 4 一 0. TEON. 


仿照 定理 2.4.2, 叙述 并 证 明 该 特征 值 问 题 的 极 小 原理 . 

2.12 ”在 定理 2.6.2 的 条 件 下 , 利用 变 分 方法 证 明 特 征 值 问题 (2.6.2) 有 正 的 
主 特征 值 . 

2.13 记 入 > 0 是 算 子 -A 在 0 上 带 有 齐 次 Dirichlet 边界 条 件 的 主 特征 
值 , ol 是 对 应 的 特征 函数 , f e L2(1). 试 证 明 边 值 问 题 


第 3 章 ”上 下 解 方法 


本 章 介绍 椭圆 型 方程 的 上 下 解 方法 

上 下 解 方法 是 研究 非 线性 偏 微分 方程 解 的 存在 性 和 估计 的 一 种 非常 重要 的 方 
法 . 对 于 一 个 非 线性 偏 微分 方程 的 定 解 问题 , 只 要 比较 原理 成 立 , 都 可 以 利用 上 下 
解 方法 来 处 理 . 上 下 解 方法 非常 简单 初等 , 结果 又 非常 深刻 . 这 种 方法 既 给 出 了 解 
的 存在 性 , 又 给 出 了 解 的 估计 . 但 是 , 运用 上 下 解 方法 的 关键 是 构造 合适 的 上 下 解 
对 于 一 个 比较 复杂 的 非 线性 偏 微分 方程 的 定 解 问题 , 不 容易 找到 合适 的 上 下 解 

本 章 中 的 部 分 内 容 参考 了 文献 [2,3,9] 


3.1 完全 非 线 性 方程 古典 解 的 比较 原理 


本 节 建 立 完全 非 线性 方程 古典 解 的 比较 原理 . 设 2 是 R" 中 的 一 个 有 界 区 域 
函数 f(z,u,h,Q) 定义 在 Qx 玉 xRxR 上 . 称 f(z,w,h,Q) 在 点 ze 0 处 是 椭 
圆 的 , 如 果 对 于 任意 满足 


Ly 


》 (Qi — Ry)NN < 0, VAER" 


的 Q, Re R" ,和 任意 固定 的 (w,h) e R x R", 都 有 
f(z,u,h, QQ) < f(z,u,h,R). 


如 有 果 f(z,w,h,8) 在 2 的 每 一 所 都 是 椭圆 的 , 则 称 f 在 2 上 是 椭圆 的 . 
考虑 边 值 问题 


Da (3.1.1) 


其 中 a,b,p EC(90), 并 且 a(z) > 0, b(7z) > 0. 

定理 3.1.1 假设 f(z,u,h,Q) e C( xRxR"xR"),f 在 人 上 是 椭 国 
的 ， 并 且 对 任意 固定 的 (zx,h,@),， f(z,u,h,Q@) 关于 以 严格 单 减 、 又 设 函 数 WE 
C1(D)NC2(0) 满足 


f(z,w, Dw, D*w) < f(x,v, Dv, D*v), rE nN, 
By < Bu, T EON, 
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那么 vw 在 人 上 成 立 . 
证 阴 如 大 不 然 ， 则 存在 s > 0 利 TO E 但. 使 得 V(Z0 ) 一 (2Z0 ) 十 E 并 且 
v(Z) 入 w(z) 十 2 在 ff 上 成 江 . 如 果 zo € 人 , 则 


Dv (xo) 一 Dw!{zo), D“v (x0) < D*w(zo). 
由 此 得 


2 (Dijv(z0) 一 DijU(zo))NAT < 0, vAER. 


2,J] 二 1 


根据 椭圆 的 定义 , 我 们 有 


f(xo,v(z0), Dv(x0), D2v(x0)) < f(xo,v (x0), Dulzo), D*w(zo0)) 
< f (zo, Ww( zo), Dw!(7o), D*w(zo0)). 


了 让 0 9 
如 果 zoe6n, 则 一 | > 一 | ,于 是 
Ov Z 一 了 0 Ov 卫 一 20 
Ov OW 
Bu(T0) = a(zo)v (zo) 十 b- 一 > a(To)w (zo) 十 0 一 一 = Bw (TO) 
Ov T=TO Ov T 一 20 
夏 盾 . 


3.2 一 个 一 般 形式 的 比较 原理 和 正解 的 唯一 性 


本 节 给 出 一 个 一 般 形式 的 比较 原理 和 正解 的 唯一 性 结果 . 这 里 给 出 的 比较 原 
理 , 对 于 其 他 问题 (特别 是 边界 爆破 问题 ) 也 有 重要 的 应 用 . 

定理 3.2.1 (比较 原理 ) 假设 0 是 月” 中 的 一 个 有 界 区 域 , (zj E Feo(D),， 函 
数 q(z) 在 1 内 非 负 连续 ,第 数 a € (0,1], 非 负 浮 数 g(s) E C(0, 00)). 又 设 函 数 
ul, U2 E O1( 人 2) 并 且 在 人 内 是 正 的 , 在 分 布 意义 下 满足 


-Au — n(z)uT + q(z)g(u1) > 0 —Au2 — nT)u2 + g(r)g(u2), (3.2.1) 
在 边界 附近 满足 
limsup (wu 2 — uit°)<0. (3.2.2) 
d(7z,0)—0 


如 果 当 0 <a<1 时 , g(s)/s°* 关于 


SE (inf {wi,u2}, sup{ul， uz}) 


单调 不 减 ; 当 a = 1 时 ,q(z) 是 非 负 非 平凡 的 连续 函数 , g(s)/s 关于 
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SE (inf {wu1, uw2}, sup{u1, u2} ) 


f(t)= (1+a)2(te +t °° — 4(1+atite)(1 +at +), t>0, 
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于 是 当 t > 1 时 , f(t) < 0. 从 而 当 t > 1 时 , 户 ( 人 < 0. 又 因为 户 (1) = 0, 所 以 
当 t > 1 时 ,广内 < 0, 进而 f(t) < 0. 又 因为 f(t) = FL 所 以 f(t) < 0 对 于 


n(T)uTwidz 十 | deg was 


n(T) uswadz + / g(x)g(wa)wadz, 
12 


/ (Vuzs: Viw2 — Vul: Vwildz 十 |/ q(T)|g(u2)w2 — g(u1)wildz 
02 (2 


< / 7T(Z)u2 2 一 ur wildz. (3.2.3) 


其 中 vt := max{u,0}. 条 件 (3.2.2) 说 明 在 边界 08 附近 vw; = 0. 于 是 存在 fc CC 8， 

使 得 w e Wh?(0.), 并 且 在 f。 的 外 部 v; = 0. 因此 , 可 用 CF (02.) 中 的 非 负 函数 

在 空间 W1?(f.) 中 通 近 vw;. 从 而 用 wv; 代替 w;, i = 1,2, 不 等 式 (3.2.3) 仍然 成 并. 
记 1(0) = {zx € 1 :wu2(7) > ui(7)}, 


显然 当 s' > a” > 0 时 , Vs C (le 四 ). 注意 到 不 等 式 (3.2.3) 中 的 被 积 函 数 (用 v; 
代替 ww) 在 02(e) 的 外 部 为 零 , 由 不 等 式 (3.2.3) 得 


+ glu2) 一 9 Uo 二 Eo) +a 一 (人 1 十 a1d7 
tho" (rr +e2)® (wu i (ua te2) (ute) "ld 
< 人 (2 (ee fo 和 (wa 十 eo) 1!'?° (ua + sl)i+c]dz (3 9 4) 
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第 二 步 证明 lim J. =0. 为 此 , 先 定义 


E 一 0 十 
0， Tt ER\ Nl(e), 
F(z) 一 C Qt 
-2 一 -1 ， TE Nl(e). 
(U2 十 E2 ) (ul 十 El)a 


注意 到 0(e) 的 单调 性 , 易 证 lim F(z) = 0 在 9 内 处 处 成 立 ， 事实 上 , 任意 取 


E 一 0 十 


定 zoe 1. 如 果 zo e (0), 则 有 wz(z0) > ui(70)， 从 而 存在 so > 0, 使 得 zo € 


F(z0) = 二 0,Ve>0. 当然 有 lim F(xzo)=0. 


E 一 0 十 


下 面 证 明 存 在 M > 0, 使 得 
(ua 十 E2) + 一 (十 El tt < M, Vse(0l ze nl(e). (3.2.5) 


如 若 不 然 , 则 存在 ex € (0, 1], zk e (ex), 使 得 


d(zk,00) 一 > 0, 由 条 件 (3.2.2) 知 


根据 式 (3.2.6), 我 们 有 


lim sup Mr. < 0, 


一 OO 


这 是 一 个 矛盾 , 因而 估计 式 (3.2.5) 成 立 . 
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站 . 注意 到 f2(e) 的 单 
(7z) = 0 在 1 内 处 处 成 立 . 注意 
经 知道 ，lim F(z 
表面 我 们 已 


E 一 0 十 


To (ua(z) 十 oa) 
的 ec(Z) 改 2(Z) 十 E2 ) 


负 的 , 并 且 
e1), 消 数 g 是 非 负 

, 内 wz/ (uz 十 sz) > vi/(u1 + €1), 

(e) 内 v2 

三 步 ”因为 在 f 

g(s es 是 单调 不 减 的 , 所 以 


1 ) 过 0， 7zE Nl(e) 
( ) 0 > gu (元 加 本 py 
g\U2 _ 
a (ul 十 El 
(ua2 + E2) 


非 负 的 . 
3.2.4) 左 闪 第 二 项 中 的 被 积 函数 是 
全 计算 全 对 于 zeyf(e), 有 


一 2 2 Vu] Vu 
U2 十 2) Vuil’ 十 (1 十 Q) ( Fe 
— +o ( +e | 轴 
Vui Vwv]1 一 
l+oa 
| [1Vauaz| 一 (1 十 jo - 
二 11 十 a Te 
' Vv = (2 
| l+a 
Uo te vu 
Vui1: Vv1 二 11 二 a (2 
Vuo Vv 一 了 
U1 te Vu, 
十 | 十 eo 
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第 四 步 ”考虑 a < 1 的 情况 . 应 用 引 理 3.2.1 于 等 式 (3.2.7) 的 右 闪 便 得 
Vu2s: Vv — Vul: Vv1 >20, TE fN(e). 


如 果 能 够 证 明 0(0) = 2, 那么 结论 成 立 . 用 反 证 法 . 假设 8(0) 关 2, 利用 wi 
和 va2 的 连续 性 知 ，Q(0) 是 开 集 . 设 B 是 包含 于 (0) 中 的 任意 财 球 , 那么 当 s 很 
小 时 , B C f(a). 因为 不 等 式 (3.2.4) 左 靖 中 的 被 积 函 数 是 非 负 的 , 并 且 当 ce 一 0 时 
右 端 的 积分 趋 于 零 , 于 是 由 不 等 式 (3.2.4) 式 推 知 


于 是 在 2(0) 的 任意 连通 分 支 Wi(0) 上 wi = ci us = ciz 并 且 ci < ciz, 这 里 
cl 和 ciz 都 是 正常 数 . 任意 固定 一 个 点 zo € 6802;(0), 显然 zo e 08(0). 如 果 
To ¥ 08, 则 wi(z0) = uz(70). 然而 , 当 zo 4 88 时 , 利用 wi 和 ws 的 连续 性 知 ， 
U1 (To) 一 Cil < Ci2 一 U2(T0), 族 盾 . 当 To E ON 时 ， 存在 Tk E (2;(0) 使 得 Lk— 7? 10. 
于 是 wi (xk) = cil < ciz = uz2(zk), 从 而 


pp son [ZN (2x)| = oho0 I -oA |]>0 
此 与 假设 条 件 (3.2.2) 矛盾 , 所 以 8(0) = %. 
第 五 步 考虑 a = 1 的 情况 . 如 果 0(0) 关 g, 那么 对 于 任意 闭 球 B Cc 0(0)， 
此 时 的 不 等 式 (3.2.8) 成 为 


2 2 
/ (va 一 Vu 十 vu 一 -2 Vu ) dz <0 
B U2 ul 
由 此 得 
Vu -也 Vi = Vus — Vu = ， VYZE 及 
(hp, Ul 
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同上 , 对 于 8(0) 的 任意 连通 分 文 Wi(0), 在 f;(0) 上 wi/uz = ci < 1, 这 里 ci 是 
下 常数. 任意 固定 一 个 点 zo € 60802;(0), 显然 ro e 088(0). 如 果 zo & 60, 则 有 


wi(z0) = wz(z0), 即 守 作 0 - 1. 然而 当 zo 4 89 时 由 wi 和 wo 的 连续 性 知 


UD (Z0 


ul (x0) = ci < 1, 逆 盾 . 当 zo € 690 时 , 存在 zk e 由 (0) 使 得 zk 一 > zo, 于 是 


LL2 (Xo ) 


Ui(Tk) = ciu2(Tk). 丘 


. 2 
limsup us(7Zk) > 0， 
Tk— TOEON 


则 


limsup [v2(zk) — ui(zk)| = limsup v2(zxk)(1— ct) >0. 


Tk— TOEON Tk— TOEON 


此 与 假设 条 件 (3.2.2) 矛盾 . 若 


limsup w(xk) = 0, 


Tk— TOEON 


则 


。 2 
limsup wi(zxk) 三 0. 
ZK 一 TOCEOT 


从 上 面 的 分 析 我 们 看 出 , 如 果 存 在 8(0) 的 连通 分 支 Vi(0), 以 及 zo e 88;(0)， 
满足 

1) zo 4 0900, 或 者 

2) zo e 08, 但 是 存在 zk e f2;(0), 使 得 区 一 zo, 并 且 


limsup ?22(zk) > 0 
Tk— TO0EON 


那么 可 以 吐出 与 假设 条 件 (3.2.2) 的 矛盾 . 
如 果 对 于 Q2(0) 的 任意 连通 分 文 2;(0) 和 任意 的 zo < 08;(0), 都 有 zo < 609， 
并 且 对 于 任意 满足 区 一 zo 的 序列 {zk},_，C f2;(0), 都 有 


ljim sup uwu2(Zk) = 0, 


Tk— TOEON 


那么 Q(0) = 1, 在 988 上 wi = ws = 0, 并 且 存 在 常数 0 < c < 1, 使 得 wi = cw 在 
2 上 成 区. 

因为 当 a = 1 时 , q(x) 是 非 负 非 平凡 的 连续 函数 ， 所 以 存在 z € fn, 使 得 
g(z) > 0. 根据 g(s)/s 关于 


S 和 (inf {ui, u2}, sup{u1, u2}) 
02 12 


的 严格 单 增 性 质 , 我 们 有 


3.3 方程式 的 上 下 解 方 法 ‘51: 


(— Au -7(z)ui +aq(z)g(u)) =c(— Auz — 7(7)u2)|; + gq(7) 


此 与 条 件 (3.2.1) 矛盾 . 定理 得 证 . 


3.3 方程式 的 上 下 解 方法 


从 本 节 开 始 , 车 没有 特别 说 明 , 我 们 提 到 的 解 都 是 古典 解 , 即 属于 空间 CCO)m 
C2(8) (Dirichlet 边界 条 件 ) 或 者 空间 CI1(QOnC2(2) (Robin 边界 条 件 或 Neumann 
边界 条 件 ) 的 解 . 

利用 上 下 解 得 到 解 的 存在 性 的 方法 称 为 上 下 解 方法 . 本 和 建立 椭圆 型 方程 式 
的 边 值 问题 的 上 下 解 方 法 . 首先 对 拟 线性 方程 , 利用 不 动 氮 定理 证 明 : 如 采 所 讨论 
的 问题 具有 有 序 的 上 下 解 , 那么 它 在 上 下 解 之 间 一 定 有 解 . 其 次 对 半 线 性 方程 , 倍 
助 有 序 上 下 解构 造 单调 友 代 序列 , 进而 得 到 位 于 上 下 解 之 间 的 最 大 解 和 最 小 解 . 前 
一 种 方法 称 为 上 下 解 方法 中 的 不 动 点 方法 , 后 一 种 方法 称 为 上 下 解 方 法 中 的 单调 碗 
代 方 法 . 

设 8 是 R" 中 的 一 个 有 和 者 区 域 , 边界 600 es C?+e, 算 子 


nL nL 


-2 三 一 3 Qij Dij + >》 iD 十 C (3.3.1) 


是 9 上 的 一 臻 椭圆 算 子 , 系数 属于 C*(n). 边界 算 子 Bu = au 十 b 一 , 其 中 a,b Ee 
Cl+ca(080) 都 是 非 负 畏 数 , 并 且 a(z) +b(x) > 0. 


3.3.1 解 的 存在 性 


定义 3.3.1 称 函 数 有 关于 (x,U,n) E 人 Xx 民 x 民 " 满足 Nagumo 条 件 , 如 果 存 
在 连续 函数 Vy: RR 一 一 民 ，， 使 得 


fz uM < vu) + ), Vu nn) ENRxRxR". (3.3.2) 
考虑 下 面 的 边 值 问题 
| Lu= f(r,u, Du), ZE 人 TO (3.3.3) 
(CT = ， TE ON, 


其 中 f(z,w,n) EeE C?(f x RRx RR"), $ 可 以 延 拓 成 C2+(f) 中 的 函数 . 我 们 先 给 出 
关于 问题 (3.3.3) 的 解 的 先 验 估计 的 一 个 结果 . 
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定理 3.3.1 假设 c(z) > 0, 函数 f 关于 (zi 由 ECxRxRn” 满足 Nagumo 
条 件 , ve C1(f) 巾 C2() 是 问题 (3.3.3) 的 解 , 并 且 jlullo。< C. 则 存在 仅 与 C, 儿 
和 .的 系数 有 关 的 常数 N, 使 得 


Paulle < N, 


这 个 常数 N 称 为 Nagumo 常数 . | 
该 定理 可 由 文献 [10] 中 第 5 章 的 定理 2.6、 定 理 3.1 和 定理 3.2 直接 推出 . 
定理 3.3.2 假设 c(z) > 0, 函数 f 关于 (z, 由 人)E8xRxRRn" 满足 Nagumo 
条 件 , 并且 存在 第 数 7T:7<0<T, 使 得 


| f(z,7,0) <O< f(x,y,0), zen, 


(3.3.4) 
a(T)Y < $b(T) < a(z)T7, ZE ON. 


则 边 值 问题 (3.3.3) 存在 解 u 并 且 满 足 Y 芝 uu(7z) 忒 7 Dullwo。 < NN. 这 里 的 入 是 
Nagumo 常数, 仅 与 y,T,W 和 .2 的 系数 有 关 . 

证 阴 ”不 失 一 般 性 , 可 设 a(z) > 0. 这 是 因为 , 关 存 在 zo € 08, 使 得 ao(zo) = 0， 
我 们 可 以 先 考 虑 下 面 的 问题 : 


| Yu= f(r,u, Du), TEN, 


3.3.5 
(BB +e)u = 7, TEON, | 


其 中 es 是 适当 小 的 正常 数 . 这 时 对 应 的 ae(z) = a(z) +e > 0. 定理 的 条 件 对 问题 
(3.3.5) 仍然 成 立 . 

如 果 能 够 证 明 问题 (3.3.5) 有 解 uc, 并 且 满 足 y < ve(z) < 7 |Duellwo < NN, 那 
么 函数 fe(z) := jzue(z), Due(z)) 满足 | je(z)lw < C, 从 而 luel2+a < C, 种 数 C 
与 < 无 关 . 令 ce 一 ;0 可 知 , 在 空间 C2+%/2(R) 中 we 一 > wv, 并且 wv 是 问题 (3.3.3) 的 
解 . 估计 式 y < u(x) < 7 Dullw < 目 然 成 并 . 

对 于 任意 的 ve C1(f), 考虑 下 面 的 边 值 问题 : 


| w= f(r,v(7z), DVT)), TERN, (3.3.6) 


WW = , tT EON. 


由 于 F(z) = f(x,v(z), Dv(z)) e L>(f), 所 以 问题 (3.3.6) 有 唯一 解 we C1+e(0)， 
记 成 w = Tv. 先 利 用 L? 全 局 估计 , 再 利用 髓 入 定理 可 知 , T: CO0) 一 CO0) 是 
连续 的 , 并 且 对 于 C1(f) 中 的 任 一 有 界 集 K, 存在 仅 依 赖 于 K 的 者 的 正常 数 CC， 
使 得 对 所 有 v e K, 都 有 |Tvl14。 < C. 细节 可 见 定理 3.7.1 的 证 明 过 程 . 这 说 明 
T: CI) 一 CI100) 是 紧 算 子 . 

取 集 合 


3.3 ”方程式 的 上 下 解 方 法 .53 . 


U={uE€EC (QR):y<u<7, Dulwo <N+1)}, 


那么 U 是 C"(f) 中 的 开 集 . 由 上 面 的 讨论 知 , 了: U 一 > CO) 是 紧 算 子 . 
下 面 证 明 对 于 任意 的 Xe (0,1) 和 ve6U, 都 有 ww 关 和 Tu. 假设 存在 入 e (0,1) 
和 we 96U, 使 得 w= 和 Tw, 那么 ywu(z) < 7 Dulloo < N+1, 并且 是 问题 


| Lu= Af(r,u(r), Du(z)), ZE 人 1， (3.3.7) 
Wu = Mg, TEON 


的 解 . 由 于 |Agl < ol, 并 且 
Af(z,u(z), Du(z)| < yllul) (1 + |Dul’), 


根据 定理 3.3.1 知 , | Dull。 < N < N+1. 这 说 明 一 定 存在 点 zo e 8, 使 得 u(xz0) = 
或 者 u(xo ) 一 了 . 
我 们 先 讨 论 Z0 GE ff/ 并 且 LTZ0 ) 一 三 情况 . 因为 u(z) TT， 所 以 


Dul(zo) 一 0， (Diju(zo)) < 0, 
从 而 u(x0) > c(zo)u(zo) = c(zojr > 0. 另 一 方面 , 由 问题 (3.3.7) 的 方程 知 


Lu(To0) = Af (zo, u(xo), Du(zo)) 
= Af (xo,7, 0) < 0, 
巴 盾 . 对 于 zo € f 且 w(xo) =7Y 的 情况 , 同 理 可 以 推出 矛盾 . 
现在 假设 To E ON 并 且 u(xo) 一 7. 那么 一 之 0. 从 而 a(xo)T < 


a(To)T < Bu(zo0) = Ab(To0) < (To). 


此 与 (3.3.4) 的 第 二 式 矛 盾 . 对 于 zo € 998 并 且 w(xo) = > 的 情况 , 同 理 可 以 导出 矛 
盾 


因为 0 e U, 利用 不 动 点 定理 4.2.3 知 ,下 在 上 有 不 动 点 v. 因而 v 是 所 要 
找 的 解 . 证 毕 . 
这 里 所 用 的 方法 称 为 上 下 解 方法 中 的 不 动 点 方法 . 
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Lu flr,u, Du), TEN, 
Hu & 沙 ， TEON. 


如 果 边 界 条 件 是 Bu = vu, 那么 上 下 解 的 光滑 性 条 件 可 以 减弱 为 友和 公 EC(O)nmn 
C2(1)， 
定理 3.3.3 ”假设 在 08 上 a(z) > 0, 函数 志和 芭 分 别 是 问题 (3.3.3) 的 上 解 


和 下 解 ， 并 且 满 足 公 攻取 记忆 c= mnin 亿 ， G 一 maxh. 又 设 f(z,u,n) 关于 zxE€ 9， 


wu € |c, | 以 及 7 ER" 满足 Nagumo 条 件 , 即 存在 连续 函数 纱 : 民 | 一 > 有 R|, 使 得 


fz uM < vu) + ), Vre nN, vel,d,neR", 


(3.3.8) 


显然 f*(z,w,7) 关于 (7z,w,n) EE 1 x 民 x RR"? 满足 Nagumo 条 件 . 考察 边 值 问题 


Zut+Mu= f°(r,u, Du), rEW, 
Wu = 9, TEON. 


取 7 > 0 充分 大 ,， 使 得 f*(z,7,0) < 0 < f*(z,_7,0) 并 且 -ra(z) < 四 Z) <T 
根据 定理 3.3.2, 问题 (3.3.9) 有 解 必 并 且 满 足 -7 < vu < TT. 下 面 证 明 v<w < 

先 证 wu < .如若 不 然 , 则 存在 zo €E ff 和 s > 0, 使 得 在 hf 上 wgi 
u(Zo) 二 (zo0) 十 E. 如 果 zo e 7, 则 


3.3 方程式 的 上 下 解 方法 . 55 . 


族 盾 . 如 果 zo € 098， 则 2 


之 
rzo ”Dr 


解 . 估计 式 (3.3.8) 显然 成 立 . 定理 得 证 . 
经 常用 到 的 是 定理 3.3.3 的 下 面 的 推论 . 
推论 3.3.1 假设 f = f(z,4) 不 依赖 于 Du, 函数 到 和 公分 别 是 边 值 问题 


(3.3.10) 


CU) — f(y,v)| < M(|z — yl + lv — wv), V X,Y E 12， U,V CE c， od 


这 里 将 要 用 到 的 方法 称 为 单调 迭 代 方 法 , 单调 迭代 方法 实际 上 是 构造 单调 友 代 
序列 , 证 明 迭 代 序 列 收 和 敛 并 且 其 极限 函数 是 所 研究 的 问题 的 解 . 简单 起 见 ,， 本 市 只 
讨论 一 种 特殊 情形 , 即 函 数 Flz,vw Du) = f(z,w) 不 依赖 于 Dw 

定理 3.3.4 假设 U 和 4 分 别 是 问题 (3.3.3) 的 上 解 和 下 解 ， 并且 满足 
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先 证 明 工 在 已， 站 上 是 单调 的 即 证 明 当 wwe (w 动 且 v<w 时 Tu < Tw 
成 立 . 事实 上 , 令 z= Tuw, 则 疡 = zx 一 习 满 下 


Lh+Mh= fr,w)— f(rv) + Mw—v)>0, TEWN, 
Wh = 0, TEON. 


由 最 大 值 原理 知 h>0, 即 Tv=wv<z= Tw. 
定义 


根据 T 的 单调 性 , uj < 去 |. 遇 在 证 明 序列 四 和 {zn}~“_， 满足 式 (3.3.11)， 
邻 v= 训 一 V1, 上 因为 五 满足 


Lv+ Mv fru)— f(r,u)=0, ZE 
26U > 0, TEONW. 


由 最 大 值 原理 知 v > 0, 即 i 和 五 . 同 理 可 证 wv < wj. 于 是 有 wu. 利 
用 了 的 单调 性 , 归纳 推 知 式 (3.3.11) 成 立 . 
因为 Um Um C 《人 也 )， 所 以 


| Ac um (T)) oo < C, f(x, dim(z))llw < CC 


先 利 用 L? 理论 知 


3.4 ”应 用 I 一 几 个 例子 ‘57 . 


lw |2+a < C3, [ml2tra < C3. 


上 面 的 正常 数 C, C1, Cs 和 Cs 都 不 依赖 于 m. 因为 C2+*( 站 ) -，C2(D) 是 紧 的 , 所 
以 fa je， 和 {a}”， 都 存在 子 序列 在 C2(P) 中 分 别 收敛 到 去 和 立 ， 又 因为 


(wm)}™ 和 人 fa 部 是 单调 有 界 的 , 所 以 在 点 点 的 意义 下 它们 都 有 极限 . 根据 
极限 的 唯一 性 , 它们 的 极限 分 别 是 立冬 . 再 次 利用 极限 的 唯一 性 又 知 , 在 C2(f) 
中 UU, Um— U. 在 wml ~ Tu, 和 dmti = Tim 中 令 m 一 > oo 推 得 , 立 和 评 
都 是 问题 (3.3.3) 的 解 . 

下 面 证 明 六 和 全 是 问题 (3.3.3) 位 于 勾 和 五 之 间 的 最 小 解 和 最 大 解 . 事实 上 ， 
如 果 ve 心动 是 问题 (3.3.3) 的 解 , 则 w= Tw. 利用 了 的 单调 性 得 


V 一 了 业 入 TV 一 从 入 了 划一 人 II， 人 一 了 4 


所 以 喜 入 灵 忒 苹 . 证 毕 . 
这 里 需要 指出 , 在 单调 迭代 方法 中 , 要 求 f 关于 满足 半边 Lipschitz 条 件 . 与 
不 动 点 方法 相 比 较 ,. 单调 迭代 方法 似乎 因 条 件 强 没有 明显 优点 . 实际 上 , 单调 友 代 
方法 的 优点 在 于 : 

(1) 容易 看 出 由 单调 迭代 序列 给 出 的 解 的 进一步 性 质 和 估计; 

(2) 方便 近似 计算 . 


3.4 ”应 用 I 一 一 几 个 例子 


在 本 节 和 下 一 节 , 对 于 ge C(f), 总 用 和 (gq) 表示 在 f 中 算 子 -A 十 g 带 有 齐 
次 Dirichlet 边界 条 件 的 主 特征 值 . 由 特征 值 的 性 质 我 们 知道 , A1(g) 关于 gq 连续 且 
严格 递增 , 即 当 gl < az 且 gi 关 go 时 , 有 
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例 1 ”作为 应 用 , 我 们 先 考 虑 下 面 的 边 值 问题 : 


(3.4.1) 


其 中 f 关于 wv 属于 C1, 关 于 zz 属于 Ce*(f),0<a<l1. 


u(T) < C. 
证 明 (1) 如 果 问 题 (3.4.1) 有 正解 u, 则 0 = 和 (一 f(z,4%)) > 和 (一 f(x,0)), 故 
结论 (1) 成 立 . 

(2) 假设 Xi(- flz,0)) < 0. 先 证 存在 性 . 

记 和 (一 f(z,0)) 对 应 的 正 特征 函数 为 $. 取 = > 0 适当 小 , wu = ew, 则 有 


—Au=epf (x,0) + eAN(—f (7z,0))9 
~epf (zx,ep) + ed [A(—f(z,0)) + f(z,0) — f(x,e9)|. 
因为 A1(—f (7, 0)) <0, 并 且 当 e— 0T 时 ， f(z, 0) f(x,e9)— U， 所 以 当 Ee>0 适 
当 小 时 , w 是 一 个 下 解 . 直接 验证 知 , = C 是 一 个 上 解 . 故 问题 (3.4.1) 在 (eg, C) 
中 存在 一 个 最 大 解 让 和 一 个 最 小 解 去. 
再 证 唯一 性 . 若 v 是 问题 (3.4.1) 的 一 个 正解 , 利用 极 值 原理 容易 推出 v(z) < 


C. 因为 w= Tw 所 以 wv << 亏 , 对 于 所 有 的 mm 成立, 故 wu << .这 里 的 工 和 名 由 
定理 3.3.4 的 证 明 过 程 给 出 . 注意 到 


/ uuf (rz, dr =- | Vu.: Vud7z = | uf (7x, u)dz, 
0 0 0 


如 果 以 半 级, 则 有 
0 = / bu [f(z,d) — f(r,u)|dr < 0. 
0 
该 矛盾 说 明 ww =. 证 毕 . 
例 2 ”考察 问题 (3.4.1) 的 一 个 特例 : 
—Au=a(u—u’), xzEN, 
vu 一 0, TEON. 


(3.4.2) 


由 定理 3.4.1 知 , 问题 (3.4.2) 有 正解 当 且 仅 当 a > Ni. 此 外 , 当 a > Xi 时 , 正解 还 
是 唯一 的 . 


3.4 ”应 用 I 一 一 几 个 例子 .59 . 


引 理 3.4.1 假设 a > 和 1, 并 记 wo 是 问题 (3.4.2) 的 唯一 正解 . 又 设 0 < < 1 


—Au+aouug =au(l—u)<au, TEN, 
4 = 0, TT EON. 


(3.4.3) 


延明 直接 验证 知 u 二 (1 一 oj)vo 是 问题 (3.4.3) 的 正解 . 记 f(zx,u) = all 一 
oua 一 u), 那么 f 满足 定理 3.4.1 的 条 件 . 由 定理 3.4.1, wu = (1 一 o)uo 是 问题 (3.4.3) 
的 唯一 正解 . 证 毕 . 

例 3 讨论 边 值 问题 


(3.4.4) 


其 中 上 > 2 是 整数 . 

定理 3.4.3 (1) 假设 大 > 3 是 奇数 . 则 当 a > 和 1 时 , 问题 (3.4.4) 的 正解 存在 
且 唯 一 , 负 解 存在 也 唯一 ; 而 当 a < 和 1 时 , 问题 (3.4.4) 只 有 零 解 : 

2) 假设 kk 之 2 是 偶数 则 当 a > Xi 时 ,问题 (3.4.4) 存在 唯一 正解 , 不 存在 负 


证 明 ”结论 (1) 和 (2) 的 证 明 留 作 习 题 . 下 面 证 明 结 论 (3). 
先 证 结论 (3-a). 假设 a > b > Xi, 那么 wi 满足 


.60 . 第 3 章 上 下 解 方法 


这 说 明 w 是 问题 (3.4.4) 的 一 个 下 解 . 因为 充分 大 的 常数 C 是 问题 (3.4.4) 的 一 
个 上 解 , 所 以 问题 (3.4.4) 的 解 ut > uit, 于 是 w= wt 一 wr 满足 


| —Avw++c(T)w = aut 一 bur >bw, ZE 


w = 0, TEON, 
其 中 c(z) = (一 (ww) > 0 由 强 极 值 原理 (定理 B.1.3) 知 , 在 内 w>0, 即 
Ua 一 Up 


ut > ui . 绪 论 (3-a) 成 并 . 
再 证 结论 (3-b). 由 结论 (3-a) 知 , ut 关于 a > 和 1 单调 递增 . 同 于 定理 3.3.4 的 
证 明 过 程 中 序列 {zm }”_， 的 收敛 性 证 明 易 知 ，lim wt = wv 存在 且 是 问题 (3.4.4) 


a ~\AL 


对 应 于 a = 入 i 的 非 负 解 , 故 vw = 0. 结论 (3-b) 成 立 . 

最 后 证 明 绪 论 (3-c)， 把 pi1(z) 单位 化 : max pl(z) = 1. 容易 验证 , 当 a > 六 
时 , 函数 (a 一 Ai) oa(z) 是 问题 (3.4.4) 的 一 个 下 解 , 而 充分 大 的 正 第 数 C 是 
它 的 上 解 . 所 以 问题 (3.4.4) 的 唯一 正解 ut 满足 wt (zx) > (a 一 入 )iAK-D pi(z). 由 
此 即 得 结论 (3-c). 证 毕 . 

需要 强调 的 是 , 虽然 定理 3.4.3 给 出 了 问题 (3.4.4) 的 正解 和 负 解 的 清晰 分 文 结 


果 , 但 是 问题 (3.4.4) 的 变 号 解 还 不 十 分 清楚 . 
利用 方程 式 的 上 下 解 方法 和 L? 理论 , 还 可 以 证 明 
定理 3.4.4 假定 q feEC(f) 且 在 8 上 f > 0,k 是 一 个 常数 . 则 对 于 任意 


其 中 上 关于 属于 Cl 关于 z 属于 Ce*(f),0<a<l1. 

定理 3.4.5 假设 f(z,u) 关于 x € 连续 ,关于 以 >0 二 次 连续 可 微 , F(z,0) = 
0, 并 且 所 (7,0) > 0 以 及 fuu(7z,u) < 0 对 于 任意 的 TE 02 都 成 立 . 如 果 存 在 正常 数 
M, 使 得 f(z,M)<0 在 人 上 成 立 , 那么 问题 (3.4.5) 的 正解 u 存在 且 唯 一 . 


3.5 ”应 用 II -一 非 退化 的 Logistic 方程 .61 . 


证 明 ”由 于 f(x,0) =0 且 f(x,0) >0 在 8 上 成 立 , 故 存在 0 <e < 之 1, 使 得 
Flz,s)>0 在 89 上 成 立 . 因此 = M 和 w= 是 问题 (3.4.5) 的 有 夺 上 上 下 解 , 故 问 
题 (3.4.5) 在 (e, My) 中 存在 最 大 正解 , 记 为 . 

假设 w 是 问题 (3.4.5) 的 一 个 正解 . 利用 极 值 原理 易 知 u(z) < M 在 ? 上 成 
并 , 于 是 wu < . 同 于 定理 3.4.1 的 证 明 , 我 们 有 


o= uf (r,t) — f(r,u)| dz 


=- {(u 一 入)f(z,u) 十 u|f(z, 也 ) 一 f(x,u)| dz 
= | [oufle, €(0)) + ul — fale nl)] de 


= | ua ~ fe, (oe) (nw) -ta)dz 
其 中 0 < E(x) < w(x), u(z) & n(7) 区 了 zh) Elz) < T(rT) < n(7). 因为 fu < 0, u(x) > 
0, 7(z) > &(7z), 故 由 上 式 可 得 三立. 证 毕 . 


3.5 应 用 II -一 非 退化 的 Logistic 方程 


本 节 进 一 步 讨 论 非 退化 的 Logistic 方程 的 边 值 问题 


—Au=au—u, ZE 人 1 
(3.5.1) 
4 一 0, ZEOf 


正解 的 性 质 . 为 了 与 后 面 的 记号 一 致 , 当 a > 和 1 时 , 记 问 题 (3.5.1) 的 唯一 正解 为 


并 且 当 a 和 1 时 ,在 C™(f) 中 Qu. /mla ) 一 1) 
(4) 对 于 人 2 的 任何 紧 子 集 KK, 存在 正常 数 C(K, 人 2), 使 得 


| (a— Ou)dr < C(K,1), Va>Ai; 
K 
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(5) 当 a 一 co 时 , 0a (Zz)/a 一 1 在 1 的 任意 紧 子 集 上 一 致 成 立 . 
证 了 明 (1) 同 于 习题 3.1 可 证 , 96。< a 在 1 内 成 立 . 令 po = ofa, 那么 $。<1 
并 且 $。 满足 问题 (3.4.2). 如 果 b > a > Xi, 那么 $s 满足 


—Agpo = bo — po) > a(po — bt), TEN, 
pp 一 0, 1 Of2, 


题 (3.4.2) 的 正解 的 唯一 性 知 , 在 8 内 9。 > po 成 立 . 
令 w= 9 一 ga, 注意 到 9$。< 1, a <b 并 且 p> pa。 > 0, 我们 有 


—Avw++boow = (1 0a) -aga) >0, rTEYN, 
w 一 0, TEON. 


根据 强 最 大 值 原理 , w > 0 在 2 内 成 立 , 即 加 > 9o. 结论 (1) 成 立 . 
结论 (2) 可 以 直接 利用 上 下 解 和 正解 的 唯一 性 证 明 . 
(3) 记 6。(z) = 9.(7)/m(a), 则 68。 满足 上 66ll2 =1 且 


因为 6。|l> = 1 所 以 Il9l> = 1 从 而 > 0 #0. 对 于 任何 $e€ Hi(0 ), 用 o 乘 以 
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的 非 负 非 平凡 解 . 由 Harnack 不 等 式 知 , 在 f 内 96(z) > 0, 于 是 B(x) = pi(z). 利 
用 椭圆 型 方程 的 正则 性 理论 可 以 推出 , 在 C%(f) 中 lim 6。=6@= gi. 


Qa ~\AT 


的 形式 ， 两 边 乘 以 (0p1， 再 用 Oo 习 以 (1 的 方程 应 用 (rreen 公式 易 得 
(a 一 AD) 人 P10ad7 = mo 上 p12d7. 
因为 在 Cx(D) 中 lim 8。 = pu 且 leill。 = 1 所 以 在 上 式 中 令 a 、\ 和 即 得 极限 


的 唯一 正解 . 对 于 2 的 任意 紧 子 集 K, 记 d = d(K,8). 因为 oilap = 0 并 且 
p1 € CO), 所 以 存在 正常 数 o < d/2, 使 得 在 集合 U, = {ze : d(x,07) < o} 
上 5 < 1/2. 对 于 任意 给 定 的 0<e < 之 1， 取 一 个 光滑 函数 we (7), 使 得 在 2 内 
0<w<1l1-e, 在 KK 上 w=1-e, 在 Uj 内 we = wi. 容易 验证 存在 正 汕 数 4, 对 
于 所 有 的 a >'4, 上 面 构造 的 函数 we 是 问题 (3.5.4) 的 下 解 . 对 问题 (3.5.4) 利用 上 
下 解 方法 和 正解 的 唯一 性 推 知 , 当 a > 4 时 有 we(z) < pa(7) <1. 特别 有 ， 


1l—éex pal7) <1, vriEK,az>A. 


由 的 任意 性 知 结论 成 立 . 定理 得 证 . 
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如 果 8 具有 很 好 的 光滑 性 , 在 边界 9 附近 利用 坐标 变换 把 问题 (3.5.4) 转化 
成 半空 间 上 的 边 值 问题 , Dancer 在 文献 [11] 中 对 于 消 数 yu(z) = bu(z)/a 的 渐 近 性 
质 得 到 了 更 好 的 结果 . 

取 z(t) 是 问题 


k > 1, 有 kz(t) > z(kt), t € [0,o00). 对 于 适当 小 的 5 > 0, 定义 


(1 一 jialZ) < $a(T) < (1 +o)wa(7), TE NN. (3.5.5) 


利用 该 引 理 , 我 们 可 以 得 到 关于 09。(z) 的 更 好 估计 . 


和 1 (20。 ) 之 人 和 1 (Okoa) 一 koa. (3.5.7) 


只 需 证 明 不 等 式 (3.5.6). 取 o > 0 适当 小 , 使 得 (1+o)/(1 一 o) <1+e. 
令 4(c) 由 引 理 3.5.1 确定 , 对 于 z el 当 d(x) <6 及 a > 4(o) 时 , 利用 估计 式 
(3.5.5) 得 


(1 + e)k3/20,.(7)= (1 + e)k3/2apa (7z) > (1 + o)k3/2awa (7) 


=(1+o)k3/2az la/2d(z)| > (1+ o)kaz[(ka)'/?d(z)] 
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对 于 ze 0, 当 dlz) > 5 时 , 由 于 lim pa(z) = 1 关于 d(z) > 6 一 致 成 立 , 所 以 存 
在 正常 数 4', 使 得 a > 4' 时 有 


(1 十 e)k3/20,(7) 之 Oo(Z)， TE (2, d(z) 之 0. 
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3.5 节 讨 论 了 非 退 化 的 Logistic 方程 的 齐 炊 Dirichlet 边 值 问题 的 正解 的 性 质 . 
本 节 讨 论 退 化 的 Logistic 方程 的 齐 次 Dirichlet 边 值 问题 


—Au=au—b(r)u?, ZE TO 
(3.6.1) 


v= 0, T EON, 


其 中 8 是 R" 中 的 有 界 区 域 , 边界 98 <e C?, 函数 b(z) 非 负 且 连续 , p > 1 是 常数 
a € 民 视 为 参数 . 本 节 的 内 容 参 考 了 文献 [2]. 
为 了 书写 方便 , 记 问 题 


—Au++gq(r)u=Au, ZE 
vu 一 0, TEON 


的 主 特征 值 为 和 ? (gq), 而 当 g(xz) = 0 时 , 简 记 为 和 

假设 在 ?上 b(z) 连续 、 非 负 且 不 恒 为 零 , 集合 3* := {xz €E 8 :b(z) = 0} 的 内 
部 Jo 不 空 并 且 只 有 有 限 个 连通 分 支 . 方便 起 见 , 我 们 假设 026。 只 有 一 个 连通 分 文 ， 
即 它 是 一 个 区 域 . 


3.6.1 ”正解 的 存在 性 和 渐 近 性 


定理 3.6.1 存在 常数 a* € (和 ?, 和 ?0], 当 a E€ (和 ,a*) 时 间 题 (3.6.1) 有 唯一 
正解 , 记 为 Ua, 而 当 a 9 (和 ,a*) 时 间 题 (3.6.1) 没有 正解 . 此 外 ， 
(1) 当 a 单调 递减 趋 于 和 i 时 , ua 一 0 在 8 上 一 致 成 立 : 
(2) 当 a 单调 递增 趋 于 a* 时 , ul 一 oo. 
这 里 需要 指出 的 是 , 由 于 9 的 边界 未 必 光 滑 , 所 以 Af”? 应 该 按照 (2.3.3) 的 方 
式 来 理解 . 

定理 3.6.1 的 证 了 明 ” 记 儿 >0 是 与 M? 对 应 的 正 特征 函数 并 认为 ww = 1 
定义 
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A <a<as<...<ak <agl<.- 


由 于 b(zx) 关 0, 故 f20 关 8. 利用 定理 2.4.10 得 
ak < Xio(kb(z)WP 1(Z)) = A (0) = Ai， 
由 此 得 极限 


0 := lim ax < < Ai. 


oa 


先 证 明 对 于 每 一 个 a € (A 和?,a*), 问题 (3.6.1) 有 正解 . 事实 上 , 因为 ax 单调 
上 升 趋同 于 a*, 故 存 在 大 使 得 a < ak. 设 加 > 0 是 与 ok 对 应 的 单位 化 的 特征 
图 数 : 


应 用 引 理 2.2.1, 存在 正 首 数 cl < cz, 使 得 cm < Bk < czoVy 在 8 内 成 江 . 故人 存在 适 
当 大 的 正常 数 M = M(k), 使 得 


A(MoOk) + a( MoO) — br MO) 
=—ak(MOk) + kb(T)Y? (MGk) + a MoOk) — b(T) MoO) 
= (a —axr)(MOGx) + Mo(z)pr [kV  — (MOk)? | 
<0, vrenWn. 


这 说 明 Mo 是 问题 (3.6.1) 的 一 个 上 解 . 容易 验证 , 对 于 适当 小 的 s > 0, 函数 ey 
是 问题 (3.6.1) 的 一 个 下 解 , 并 且 sy < Mo ( 引 理 2.2.1). 因此 问题 (3.6.1) 人 至少 存 
在 一 个 正解 . 


现在 证 明正 解 的 唯一 性 . 如 果 v 也 是 问题 (3.6.1) 的 一 个 正解 , 根据 椭 阅 型 方 


程 的 正则 性 理论 (L? 理论 与 艇 入 定理 ) 和 Hopf 引 理 , ve C1(2)， ou <0 应 


用 引 理 2.2.1 知 , 存在 正常 数 e' 和 M', 使 得 ey < wu < M'ox. 把 s 取得 再 小 一 
些 , M = M(k) 取得 再 大 一 些 , 可 使 ey < u < M9x, 并且 Mok 和 evy 分 别 是 问题 
(3.6.1) 的 上 解 和 下 解 . 记 详 是 问题 (3.6.1) 位 于 区 间 (ey, M9xk) 内 的 最 大 解 , 那么 
wu 入 立 . 如 果 尽 去 立 , 利用 强 最 大 值 原 理 知 , v(z) < 如 lz ze f2. 同 于 定理 3.4.1 的 证 
明 , 有 


/ b(z)ut (ur — i )dr = 0. 
0 


因为 b(z) > 0, 关 0, u < 了 所 以 上 式 左 端 小 于 零 , 矛盾 . 因此 w= th. 由 此 得 问题 
(3.6.1) 的 正解 的 唯一 性 . 
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再 证 明 当 a & (和 ?,a*) 时 , 问题 (3.6.1) 没有 正解 . 用 反 证 法 . 假设 存在 ao & 
(和 ,a*), 使 得 问题 (3.6.1) 当 a = ao 时 有 正解 yo; 那么 wo 满 正 


一 AWVo 一 QoWo b(Z)V0， TEC 2, 
Vo 一 U， TE Of2, 


Q0 = 和 全 (DB 一) > 和. 
由 于 ao & (XA?,a*), 故 ao > a*. 另 一 方面 , 应 用 引 理 2.2.1 知 , 存在 适当 大 的 , 使 


此 与 ao > a* 矛盾 . 

下 面 证 明 结 论 (1) 和 (2). 结论 (1) 的 证 明 同 于 定理 3.4.3. 只 证 结论 (2), 即 

证 明 当 a 7 a* 时 , |lwallw 一 * oo 如 若 不 然 , 则 存在 序列 {ai}._,: a; 了 a*, 使 

得 ||lua,l|w 入 C 对 所 有 i 成 立 . 利用 L? 理论 和 嵌入 定理 , 存在 立 e CO) 以 及 

{was} 一， 的 子 列 , 仍 记 为 fua;,} ,在 C1(D) 中 wo 一 纪 并 且 全 满足 
| —Au=at—b7r)ur, TEL 


(3.6.2) 
也 一 0 TEON. 


同 于 定理 3.4.3 的 结论 (3-a), 问题 (3.6.1) 的 正解 关于 a € (和 ?,a*) 单 增 . 由 于 a; 天 
于 i 单 增 , 故 va, 关于 i 单 增 , 因此 w(x) > wai(z). 进而 推出 (x) > ua (z) > 0， 
Zz € 1. 这 说 明 是 问题 (3.6.2) 的 一 个 正解 . 此 与 a > a* 时 问题 (3.6.1) 无 正解 的 
捉 实 相 矛盾 . 证 毕 . 

如 果 4 有 下 面 更 好 的 性 质 , 我 们 还 可 以 得 到 更 好 的 结果 . 


f20 C 1, Of € C“. (3.6.3) 


证 阴 首先 由 上 下 解 方法 易 知 us 关于 a 单 增 . 为 证 明 一 oo 在 14 上 
一 至 成 立 ， 只 要 证 明 对 于 “个 子 列 成 立即 可 设 <akg<ar 并 且 aok Fa*. 为 了 
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由 此 推出 
| [Vaxrl’ dz < a | tidz < a*|f|. 
人 2 


这 说 明 , { 克 大- 在 空间 HG(8) 中 是 有 界 的 . 又 因为 jw = 1, 所 以 存在 { 如 入， 
的 一 个 子 列 {t;}._， 以 及 函数 EE 丽人 (2)nzZe(2) ,在 夯 (O2) 中 加, 弱 收 敛 于 


并且 对 于 任意 的 1 < gq < oo, 在 Za(2) 中 奏 , 强 收 剑 于 ， 见 习题 3.5. 显然 


> 0. “我 们 断言 ih # 0. 和 如若 不 然 利用 椭圆 型 方程 的 L? 理论 知 , 在 L%(1) 中 
-1 人 ,所 以 在 Fee(2) 中 大 ,一 0. 此 与 


乘 以 uj, 的 方程 并 在 Q 上 积分 得 


a jw 


/ Viuk,*: VOd7 = axk., / ,dz 一 i) bzZ)t pd7. (3.6.4) 
12 12 


(2 


根据 定理 3.6.1, ww“ 一 oo. 用 | iz-! 除 以 (3.6.4) 的 两 边 并 令 ;一 ' co 得 
|/ b(z)ut pdr = 0. 
【2 


由 于 b(x) 是 非 负 的 ,在 Q\ 上 Mz) > 0, 并 且 4 是 任意 的 , 故 在 Q 4 上 和 = 0. 
这 说 明 lo, Ee Hi(f20), 并 且 立 是 非 负 的 , 在 (2 上 不 恒 为 零 . 
男 一 方面 , 如 采取 be C8°(f20), 那么 由 等 式 (3.6.4) 推 得 


/ Vuk, : VOd7 = Qk， / Uk, pd7. 
20 (20 


令 ;一 oo 得 


Vu.:VodT =a / (Molebk 
(20 


这 说 明 , 函数 让 mo。 是 边 值 问题 


—Au=a uu, TE fo; ulan, 二 0 


的 非 平凡 非 负 弱 解 . 利用 弱 解 的 Harnack 不 等 式 (定理 B.1.10) 知 ,在 fl20 内 嫉 >0. 
再 利用 正则 性 理论 又 知 , 让 g。eE C2?(820), 故 a* = 和, 并且 如 mw 是 对 应 于 Ai 的 正 

对 于 小 常数 5 > 0, 令 f; = {zx € f20 : d(x,0f00) > 和. 由 于 -At = ak 
后 者 在 Fece(Vo) 中 有 一 个 与 i 无 关 的 界 , 根据 L? 内 估计 知 , 对 于 任意 gq > 1, 序 


列 {bn,|os}”， 在 W24(025) 中 有 界 . 故 存在 {i}”， 的 子 列 {ax } 在 C1(2) 
中 iia, 收 全 于 吉 w 因为 在 By 上 > 0 而 且 uw 一 oo, 所 以 在 PB 上 
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Uk: (TZ) 一 > 00 一 致 成 立 . 注意 到 整个 序列 {ux},_, 关于 大 是 单 增 的 , 因此 wx(z) 一 oo 
在 ff 上 一 致 成 立 . 再 由 6 > 0 的 任意 性 知 , 对 于 f20 的 任意 紧 子 集 K, 在 KK 中 
uk 一 > 00 一 致 成 立 . 第 一 步 的 结论 得 证 . 

因为 042 属于 C2?, 故 满足 内 球 条 件 : 存在 7 > 0, 对 任意 ze 09f20, 都 存在 一 
个 以 7 为 半径 的 财 球 Bu 满足 Bj Cc f20, Bj 000 = {zx}. 

第 二 步 ” 因 为 在 Qo 内 wx 满足 -Auxk = akuk > 0, 所 以 存在 zk e 9420 使 得 


Uk (Tk) = min Uk (T). 


欲 证 明 : 者 序列 {uwk(zk)} 有 界 , 则 存在 常数 c > 0 和 序列 ck 一 ' co, 使 得 


Uk(T) > Uk(Tk) + ckY(T), VIT:T/2 < |rT— yr| 7, (3.6.5) 


因此 可 取 o > 0 充分 大 , 当 7/2 < |z 一 yr| 二 7 时 有 Av(z) 二 aryv(z) > 0, 即 
一 AV(zj < QKEWV(Z)， VYZE 已 \ 万 /2(VR) 


其 中 Bs(yk) = {7 € R" :|z — yr| < 7/2}. 
取 紧 子 集 K cc HP, 使 得 K 2 U Bj2(yk). 由 于 假设 {ur(zk)},_， 是 有 界 


的 , 根据 第 一 步 的 结论 , 存在 子 序列 ck 一 ， oo 使 得 


Uk (I) 之 Uk (Tk ) 十 ck (eo /4 一 er )， VTXE B'. /2 (Yk) CK. 


为 一 方面 ， 由 于 ak < a*， 利用 最 大 值 原理 知 ， Uk(T) > Uk(Tk), VT E fo0. 特别 地 ， 在 
DB 上 wr(7X) > ur(Zk). 这 说 明 wi 是 问题 


一 A = QkU, TE bz, \ Bo (yk), 
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如 果 结 论 不 对 , 则 存在 子 列 仍 记 为 fuk(zh)}se ， 使 得 wx(zk) < C 对 所 有 成 立 
显然 ur 是 问题 


—Au=axu— bur, TE NN\ No, 
| . \% (3.6.7) 


ulano = Uk(Tk) >0, wlan=0 
的 一 个 上 解 , 这 里 b* = | >0. 由 于 0 是 该 问题 的 一 个 下 解 , 故 问题 (3.6.7) 存在 
正解 vi < vx. 在 问题 (3.6.7) 中 , 用 wx (zn) 的 上 界 C 代替 wx (zx), 用 ao* 代替 ak, 类 
似 地 可 以 得 到 问题 (3.6.7) 的 一 个 正解 V, 并 且 V 还 满足 vi < V, ze 8\ fo0. 特别 


地 , wkllz=ve\eo 关于 大 有 界 . 再 利用 L? 估计 和 媒 入 定理 , {vp},_, 在 CLAN 
中 有 界 , 从 而 {|Vvr(zx)|},_， 有 界 . 又 因为 


wk(Z) 2 VkT), VIEN\ No0, FH vr(rr) = vk(zr), 


故 存在 常数 Co > 0, 使 得 


Ov < Ov < Co, 
其 中 办 = 半 一 ,ys 同 于 第 二 步 
Vk 一 Tk| 
为 一 方面 , 由 第 二 步 的 绪论 知 , 当 k 一 > co 时 
Oux (Tk) 之 Cx | 一 Cx 2ore-°" ] 一 ， co 


3.6.2 ” 摄 动 与 解 的 模式 (pattern) 


假设 条 件 (3.6.3) 成 立 . 由 定理 3.6.1 和 定理 3.6.2 知 , 问题 (3.6.1) 有 正解 当 且 
仅 当 A? < a < 入“, 并 且 当 正解 存在 时 , 一 定 唯 一 . 取 s > 0 (小 常数 ), 考虑 摄 动 问 
题 


—Au=au—[b(z)+elu?, TE NW; wlen = 0. (3.6.8) 


根据 定理 3.4.1, 问题 (3.6.8) 有 正解 当 且 仅 当 a > A?, 并 且 当 正解 存在 时 一 定 是 唯 
一 的 . 这 与 e = 0 的 情况 完全 不 同 . 下 面 讨 论 当 se 单调 递减 趋 于 0 时 , 问题 (3.6.8) 
的 正解 的 渐 近 性 质 . 


证 明 首先 , 利用 上 下 解 方法 和 解 的 唯一 性 易 证 , u(x) 关于 a 是 单 增 的 , we(z) 


关于 a 是 单 增 的 , 关于 s 是 单 减 的 , 并 且 当 二 者 都 存在 时 , 还 有 
“(7) < val7). (3.6.9) 


因此 集合 {us :se > 0} 在 Zee(2) 中 有 界 , 并 且 对 于 任意 的 ze 0, 极限 wi(z) := 
lim ws (z) 存在 ， 假设 和 ff < a < 入”?， 根据 椭圆 从 方程 的 L? 理论 和 髓 入 定理 , 集 


合 {us :e > 0} 在 C'(8) 中 是 紧 的 . 利用 ws(z) 关于 的 单 减 性 义 知 , 在 C (8) 
中 we 一 0, 从 而 wb 是 。 = 0 时 间 题 (3.6.8) 的 一 个 正解 . 再 由 正解 的 唯一 性 得 
u9 二 wa. 结论 (1) 成 立 . 

下 面 证 明 结论 (2). 假设 a > N. 令 


多 


要 证 当 ce 一 > 0 时 , me 一 > oo0. 我们 用 反 证 法 并 分 成 几 步 来 完成 . 
第 一 步 ” 证 明 : 如 果 ms。 < C 对 所 有 es > 0 成立, 那么 dlze,6910) 一 0. 
因为 a > 和 %, 我 们 断言 , 当 < 一 0 时 , ||lusjjwo 一 oo. 如 若 不 然 , 则 we 趋向 
于 问题 (3.6.1) 的 一 个 正解 (因为 we 关于 e 单调 递减 ). 这 与 定理 3.6.1 的 绪论 相 
矛盾 . 


Viil dz < | tdz < alfl. (3.6.11) 


这 说 明 集 合 {}._, 在 三 (8) 中 有 界 , 故 在 (2)nL%(8) 中 有 界 . 由 习题 3.5 知 ， 
存在 {i}._， 的 一 个 子 列 仍 记 为 它 自身 ， 以 及 函数 和 he 嫩 IOInZece(D) 在 Hi( 人 2) 
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上 式 两 边 除 以 ||uill?s!, 注意 到 ||wi||oo 一 > co,p > 1 (zl = 0, 以 及 估计 式 (3.6.11)， 
再 令 i 一 > oo 得 


| b(T)i?t dz = / b(z)i?t dz = 0, 
{2+ 


12 


这 里 2. := 0 \ 和 内. 因为 在 0: 上 Mz) > 0, 由 上 式 推 知 在 人. 上 主 = 0. 由 于 510 
光 清 , 故 训 po e (820). 


使 得 lim Auwi( 夭 ) < 0 再 利用 ui 的 方程 得 


k— CO 
0 < awi(zi) — (b(zi) + ei)u? (zi), 


由 此 推出 ei||will2-1+ < a, 不 妨 假 设 ei||uill?-1: 一 *: & > 0. 
对 任意 we C> (0), 用 水 乘 以 i 的 方程 再 积分 , 并 令 ;一 co 得 


这 说 明 如 co。 是 问题 
—Au= (ga—éur ju, ZE uap =0 


的 一 个 非 负 弱 解 . 应 用 弱 解 的 Harnack 不 等 式 (定理 B.1.10) 知 , 在 fo 内 让 > 0. 

我 们 已 经 知道 , silluill2 < oa. 从 让 的 方程 可 以 看 出 , -Atii 在 和 上 一 致 有 
界 . 利用 椭圆 型 方程 的 L? 内 估计 知 , 对 于 任意 g > 1 和 fo 的 任意 紧 子 区 域 人 2, 记 
在 Wa(f2') 中 有 界 . 再 利用 骨 入 定理 , 通过 选取 子 序列 又 知 , 在 CT(82') 中 让 一 立 . 
因为 在 Wo 内 外 > 0, ll。 一 oo, 所 以 wi(z) 一 * oo 在 Wo 的 任 一 紧 子 集 上 一 致 成 
立 . 由 于 us 天 于 < 是 单调 的 , 故 当 < 一 0 时 ， UE 一 全 OO 在 (2 的 任 一 紧 子 集 上 一 致 
成 立 . 因此 当 < 一 0 时 , d(ze,90f20) 一 > 0. 


第 二 步 “证明 ; 若 m. < C 对 所 有 < > 0 成立 则 (全 于 | 上 方 有 界 , 这 
E>0 


Ove 
里 vs 是 R" 中 的 单位 向 量 , 将 在 后 面具 体 给 出 
只 需 证 明 , 对 于 任 一 序列 6 一 , 0, 序列 | 2e) | 。 中 有 一 个 子 列 上 方 有 


显然 有 Ti € Of2.. 注意 到 行 Ti € Of00， 则 (2; = {20; 当 (2; fo0, 那么 由 第 一 步 的 结 
论 知 , 当 i 一 oo 时 82; 趋同 于 f20, 所 以 对 任意 2' CC f20, 当 ; 很 大 时 有 82' CC 02;. 


3.6 应 用 III 一 一 退化 的 Logistic 方程 .73 . 


不 妨 假设 0 < e; < 1. 显然 是 问题 


的 一 个 上 解 , 0 是 它 的 一 个 下 解 . 故 问题 (3.6.12) 有 正解 v: 0 < vi(z) < ui(z)， 
TE1f: \ (2;. 由 Ui (Ti ) 一 Ui(Ti) 知 | 


Ov; 一 OV; 
其 中 wv 是 90, 上 在 点 zi 处 的 单位 内 法 向 量 . 只 需 证 明 (2 } 上 方 有 界 


显然 Co := max{fal' pu ,Cl 是 问题 (3.6.12) 的 一 个 上 解 . 利用 定理 3.2.1 得 
vi < Co, 于 是 -Au 在 2 \ 02; 上 有 与 i 无 关 的 界 . 又 因为 

(1) vilan; 是 常数 , 并 且 有 与 i 无关 的 界 ; 

(2) 当 i 很 大 时 , 08; 与 900 有 相同 的 光滑 性 ， 
应 用 椭圆 型 方程 的 L? 理论 (整体 估计 ) 知 , 对 于 任意 的 gq > 1, ||vi||wz, ,q (OQ\ OQ) i 
利用 嵌入 定理 和 0 的 光 清 性 又 知 , liloxa\n 有 界 ， 特 别 地 , {Vo(zi)|) 


Oui( Ti) 


如 若 不 然 则 存在 。_，0 使 得 mm 有 界 ， 由 第 一 步 知 | 


界 , 其 中 wv 是 902; 上 在 点 z; 处 的 单位 内 法 向 量 . 下 面 证 明 这 是 不 可 能 的 . 

因为 当 i 很 大 时 , 98; 与 9 有 相同 的 光滑 性 , 所 以 982; 有 一 致 内 球 性 质 : 存 
在 > > 0, 对 所 有 充分 大 的 i 和 任意 的 z e 912;, 都 存在 以 > 为 半径 的 闭 球 B, 满足 
Bs C fi Bz NON; = {7}. 记 yi; 是 Bj, 的 球 心 , 并 记 B’ = {7 :|z — yi| < 7/2}, 


其 中 o > 2nr 司 是 常数 . 
不 妨 假设 e; < 1. 取 紧 子 集 K CC f2, 使 得 KK 2 U Bi. 从 第 一 步 的 证 明 可 


这 说 明 wu 是 问题 


—Au=au—eiut, TE By. \B’i / 
(3.6.13) 


ulaB,. = ui(7i), ulaB:i = ui(7i) + ciy|aB: 
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的 一 个 上 解 . 
对 上 面 得 到 的 c, 当 i 很 大 时 , 有 


Alui(Ti) + cip| + alui(zi) + ciy) — eilui(Ti) 十 ci 
> 40“°|z — yil” — 2no] ~ eic? [ui(Ti)/ci + WP? 
>cie-°" (or” — 2n0o) — [ui(zi) + WP 


>0, 7z € By,, \B’, 


这 说 明 wi(zi) + ciw 是 问题 (3.6.13) 的 一 个 下 解 . 根据 定理 3.2.1, wi(7z) > ui(Zi) 十 
ciw(z) 在 Bs,\ B' 上 成 立 . 因而 , 当 i 一 00 时 


此 与 第 二 步 的 结论 相 了 矛盾 . 定理 得 证 . 
为 了 更 好 地 了 解 we 的 模式 , 我 们 考虑 函数 ws := suve. 易 知 , us 是 问题 


-Au=auw 一 (1+s bz))wz， ze wlan=0 (3.6.14) 


的 唯一 正解 . 如 果 ae (A?, Ni 由 定理 3.6.3 的 结论 (1) 知 , 当 s 一 0 时 ,在 2 内 
ws 一 致 收敛 于 0. 下 面 考虑 a > 和 的 情况 . 
设 00(z) 是 问题 


—Au=au—u, TEfl; vlaen, =0 (3.6.15) 
的 唯一 正解 , 定义 
(z)， Tet (20， 
ZE 人 \ (00 
定理 3.6.4 假 . 那么 当 < 一 0 时 , 对 任意 的 g > 1, 问题 (3.6.14) 
的 唯一 正解 wz 在 L3(f2) 上 收敛 于 0 
证 了 明 设 9。 是 问题 


—Au=au—u, TERN; uloen=0 


的 唯一 正解 . 利用 定理 3.2.1, 有 0 < 9。. 再 次 利用 定理 3.2.1 知 , ws 关于 e 单调 
不 减 . 因此 存在 极限 lim ws = w? e (0,9。). 进一步 , 在 fo 的 任 一 紧 子 集 K 上 ， 


e—0 


_Aws = aws - (we)? 有 与 < 无 关 的 界 . 根据 L? 估计 与 嵌入 定理 , 在 空间 C1(K) 


中 we 一 wo. 


3.6 应 用 III 一 一 退化 的 Logistic 方程 .75 . 


由 于 在 0 上 ws(z) 乏 gu(z), 用 ws(z) 乘 以 问题 (3.6.14) 的 方程 并 在 9 上 积分 


入 


等 式 (3.6.16) 两 边 同 乘 以 6, 再 令 e_， 0, 利用 控制 收敛 定理 又 得 
thw ?tidzr = zolIP+Lidr = 0. 
大 ™ )|wojp+ld | u )lwolP+ldz =0 


2 


注意 到 在 9 \ 仙 上 6b(z) > 0, 由 上 式 推出 , 在 9\ fo0 中 wo =0. 
因为 在 9 上 ws(z) > 0 = 00(z), 在 9。 上 b(z) = 0, 利用 定理 3.2.1 知 , 在 
P20 内 w9(z) > 09(z). 下 面 证 明 , 在 f20 内 w9(z) = 990(z). 事实 上 , 从 -Aws < 
2 < ab 可 以 推出 , {wi} 在 (8) 中 有 界 . 又 因为 |lwsllw 关于 ee 有 界 , 所 
以 在 Hi(0) 中 ws 弱 收 全 于 wo, 对 于 任意 的 g > 1, 在 L293(8) 中 ws 强 收 化 于 w? 
(习题 3.5). 由 于 在 2 \ fo0 中 wo =0, 并且 9f20 光滑 , 故 wo|o,。E Ho(f20). 由 此 容 
易 推出 wo|o,。 是 问题 (3.6.15) 的 一 个 正 的 弱 解 . 再 利用 椭圆 型 方程 的 正则 性 理论 ， 
wa|po 文 是 站 大 (3.6.15) 和 一 个 正 的 古典 解 注意 到 00 是 问题 (3.6.15) 的 唯一 正 


Do (3.6.17) 


其 中 区 域 89, 常数 a, p 和 函数 b(z) 同上 . 关于 正解 的 存在 性 和 渐 近 性 , 我 们 有 与 定 
理 3.6.1 类 似 的 结论 . 

定理 3.6.5 假设 在 0 上 bz) 是 连续 、 非 负 且 不 恒 为 零 的 函数 , 集合 f20 := 
{ZT Ef :b(z) = 0} 的 内 部 10 不 空 . 那么 存在 a* E (0, 和 ”2], 当 a € (0,a*) 时 间 题 
(3.6.17) 有 唯一 正解 , 记 为 wo, 而 当 a > a* 时 间 题 (3.6.17) 没有 正解 . 此 外 

(1) 当 a 单调 增加 趋 于 a* 时 , ||uol|wo 一 > oo; 

(2) 如 果 又 设 Po 的 边界 0f20 € C2, 那么 a* = No. 

证 了 明 ”对 于 $e 00), 用 入 (9 表示 在 2 中 算 子 -A 十 9 带 有 章 次 Neu- 
mann 边界 条 件 的 主 特征 值 , 那么 和 ?站 ($) < A? (8), 并 且 和 ?人 (8) 关于 p 连续 且 
严格 递增 , 即 当 9p1 < $2。 且 9$1 去 时 有 


A (91) < A (po). 
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同时 还 有 入 ”(0) = 0, 对 应 的 单位 化 的 正 特 征 函 数 % = 1. 第 一 部 分 的 结论 以 及 第 
二 部 分 的 结论 (1) 的 证 明 同 于 定理 3.6.1. 
第 二 部 分 的 结论 (2) 的 证 明 同 于 定理 3.6.2 的 证 明 中 的 第 一 步 . 证 毕 . 


3.7 ” 罚 厅 合 方程 组 的 上 下 解 方 法 


同 于 3.3 节 , 本 节 建 立 弱 耦 合 方程 组 的 边 值 问题 的 上 下 解 方法 . 首先 利用 不 动 
点 定理 证 明 , 如 果 毛 讨论 的 问题 具有 有 序 的 耦合 上 下 解 , 那么 它 在 上 下 解 之 间 一 定 
存在 解 . 其 次 借助 于 有 序 的 看 合 上 下 解构 造 单调 达 代 序列 , 进而 得 到 位 于 上 下 解 之 
间 的 最 大 拟 解 和 最 小 拟 解 的 存在 性 . 前 一 种 方法 通常 称 为 上 下 解 方法 中 的 不 动 点 
方法 , 后 一 种 方法 通常 称 为 上 下 解 方 法 中 的 单调 迭代 方法 . 

设 8 C R" 是 有 界 光滑 区 域 . 我 们 考虑 弱 厢 合 方程 组 的 边 值 问题 


Lug = fk (Tuk, [uk), Ze 
Gkuk = Pk, T EONW, (3.7.1) 


0 


其 中 .2 是 0 上 的 一 致 椭圆 算 子 , 人 Bk = ak(z) 十 外 (Z) 一 5 国 数 a (7),bk(7) 之 0 并 


Har(z) + bxr(z) > 0， 


由 三 (Uy Um), [三 (UL Uk UKE+1 Um): 


本 节 总 假设 fi 关于 z,w 属于 Co, 9 可 以 延 拓 成 C2+e(0) 中 的 函数 . 
先 约定 一 个 记号 . 给 定 VU 二 (V1,: ,Um ) 和 WwW 一 (Ww1, 7 , Wm )， 如 果 对 于 所 有 
的 Re {1,:… ,m)}, 都 有 ve < we 就 记 成 0 < ww, 并 记 


(Vv,w) = {u: v2) < uz) < wz), Vr E€ QF. 


在 上 面 的 这 个 集合 中 , wv 的 光滑 性 视 不 同情 况 而 定 . 

从 3.3 节 的 讨论 我 们 看 出 , 方程 式 的 上 下 解 的 定义 非常 简单 . 但 是 对 于 方程 组 
而 言 , 为 了 建立 上 下 解 方法 , 上 下 解 的 定义 强烈 地 依赖 于 由 右 剖 项 fi 构成 的 系统 
f := {及 ,… ,fm} 的 性 质 . 


3.7.1 ” 解 的 存在 性 


在 这 一 部 分 ,我 们 使 用 一 般 形 式 的 上 下 解 的 定义 .在 第 二 部 分 , 即 3.7.2 节 ， 
为 了 构造 单调 迭代 序列 , 我 们 将 根据 系统 f = { 户 ,… , fn} 的 具体 性 质 来 定义 上 
下 解 ， 


3.7 ” 轮 硬 合 方程 组 的 上 下 解 方法 77: 


定义 3.7.1 假设 函数 元 uE€ [Cli(f)nC2(0)m. 称 元 公 为 | 
序 耦 合 上 下 解 (有 时 又 简称 为 有 序 上 下 解 ), 如 果 详 之 uu, 并且 


那么 问题 (3.7.1) 存在 解 u, 并 且 满 足 公 所 公 忒 二 
证 明 “对 于 任意 的 ve [C(P)Im, 考虑 下 面 的 线性 问题 : 
-ZXkUk 十 ARUK = fr (T, vk, [vl]x) + Mivk, ZE 1 
Buk = pk, ZE ON, (3.7.2) 


由 于 
F(z) = fr (7, vk(7), [vk (7)) + Mevk(z) € L™ (1), 


所 以 问题 (3.7.2) 有 唯一 解 ve [Cite(8)]™m, 记 成 wu = Tv. 此 外 , 根据 椭圆 型 方程 
的 L? 理论 , 对 于 任意 的 p > 1, 有 


url|w2,ncno) < Cfr(z, vx, (vi) ly + Mllvxllp + loxl yw2,r (0) 
SC( (zuk whe) oo 十 uk) + lpxll wan tn), 


于 是 
ki+a < C (| (zwk， je 川 < 十 juklle 十 9xl| war 9) ): 


因为 f(z,v) 关于 z 和 w 属于 Ce, 当然 关于 z 和 w 连续 . 从 上 面 的 估计 式 可 以 看 
出 , 当 w 属于 [C(O)]m 的 有 界 集 时 , v 属于 [C1+e(f)]" 的 有 界 集 . 

为 证 TT: [CO) 亚 一 [CO 位 是 紧 算 子 , 只 需 证 明了 : [CC 全 一 [CCOO) 村 是 
连续 的 . 事实 上 , 对 于 vG) e IC(D)m, 记 w= Tv 四 i= 1,2, w= wt) 一 wu(2, 那么 
w 满足 
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LkWE + Mwk = Ll 十 Ma 一 Lu 一 Ma 
一 (7, ve), [vt]x) 十 Mw!) 一 fx (xz， UN ， v2] ) 一 Mv 


由 于 反 (z,v) 关于 > 和 w 属于 Ce, 所 以 
Bz)| < Clv®D ~ vO 十 Mo 人 一 大 


因此 对 于 任意 的 p > 1, 有 


U= {vel[lC(0)™": uu < 


那么 UV 是 [CU(O)] 中 的 有 界 闭 凸 集 . 因为 了 : IC(f)]™ 一 * [C(82)” 是 紧 算 子 , 所 
以 了 :UU 一 [IC(8)"m 也 是 有 紧 算 子 . 


由 最 大 值 原理 得 wk 之 0， 印信 入 让 同 理 ， Ur < Uk. 因此 了 : V 一 U. 根据 
Schauder 不 动 点 定理 (定理 4.2.2), 下 在 7 上 存在 不 动 点 u, 因而 wv 是 问题 (3.7.1) 
的 解 . 利用 椭圆 型 方程 的 正则 性 理论 知 , v 是 问题 (3.7.1) 的 古典 解 . 证 毕 . 


3.7 “” 弱 艳 合 方程 组 的 上 下 解 方法 ‘79 . 


3.7.2 ”单调 达 代 友 列 


单调 欠 代 方法 实际 上 是 构造 单调 迭代 序列 , 而 后 研究 迭代 序列 的 收 合 性 并 证 
明 其 极限 函数 是 所 研究 的 问题 的 耦合 拟 解 . 为 了 构造 单调 欠 代 序列 , 需要 根据 系统 
f = {有 1,… ,fm} 的 具体 性 质 来 定义 上 下 解 . 把 {wi,… ,wk uk+i ,Um 上 分解 
成 不 相交 的 子 集 [ulj。 和 [ula， 的 并 , 它们 分 别 有 bx 和 di 个 分 量 . 显然 bi 十 dk = 
m 一 1. 把 问题 (3.7.1) 写成 


定义 3.7.2 ”假设 函数 wv E [C1(82)C*(0)"m, 并 且 在 人 0 上 wv<w. 称 系统 
f 在 区 间 (v,w) 上 具有 混 拟 单调 性 , 如 果 对 于 每 一 个 上 E {1,… ,m} 和 任意 固定 的 
TE€ (0, 当 weE (v,w) 时 , 作为 人 和 四 wo 的 函数 ,fk (Zz, ux, [ujo, [ujas) 关于 [wljo、 
单调 不 减 , 关于 [uja 单调 不 增 . 

定义 3.7.3 ”给 定 函 数 记 ,u E€ [C1(f2) 由 C2*(0)]™, 满足 < 假设 系统 了 在 
区 间 (w, 避 ) 上 具有 混 拟 单调 性 . 称 元 公 为 问题 (3.7.3) 的 有 序 耦合 上 下 解 (有 时 又 
简称 为 有 序 上 下 解 ), 如 果 


k=1,...,m. 
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则 称 和 wv 是 问题 (3.7.3) 的 耦合 拟 解 . 
这 里 需要 指出 , 在 上 面 的 耦合 拟 解 和 有 序 耦 合 上 下 解 的 定义 中 , 已 经 包含 了 系 
统 f 具有 泥 拟 单调 性 . 

定理 3.7.2 ”假设 函数 遍 uE€ [C1(f)nC?(0)]|™m 为 问题 (3.7.3) 的 有 序 耦 合 上 


下 解 . 又 设 存 在 正常 数 1Mi, 使 得 
fr (z, wr, [ZJor, [za ) 一 大 (zk (zo, [ZJa) 2 —Mi (wk — vk) 


对 于 所 有 的 Uj 二 Vk < wk 二 ,TE 0 以 及 < z<< 详 都 成 立 . 那么 存在 单调 序列 
{2 ji， 和 {3};_1, 满足 


UC UD Suitl) aitl) 区 五 gi Vi>1l. 


因此 极限 


存在 , 并 且 主 和 位 是 问题 (3.7.3) 的 耦合 拟 解 . 同时 五 和 羡 还 是 问题 (3.7.3) 位 于 
区 间 (uw, 中 的 最 小 拟 解 和 最 大 拟 解 ， 即 对 于 问题 (3.7.3) 的 任意 耦合 拟 解 人 和 
都 有 


UZSu, Vuw. 
证 明 ”对 于 任意 给 定 的 ww e [IC(f)]", 边 值 问题 


LkUR 十 Mux 一 fx (z, UK ， [ww ， [wla; ) 十 Mvk, Te (2, 


UK 十 AU 之 0, TE NW, 
WVk > 0, TE ON. 
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由 最 大 值 原理 得 vk 之 0， BB] i > 1). 同 理 可 证 Uy < wut). 
令 wk = 二" 一 uw/. 因为 ,< 利用 f 的 单调 性 知 , wk 满足 


LWwe + Mewe = fr (T, ip, [Wor, [Wa ) — fr (T, wx, [wos, (tas) + Mx (Ux — Lp) 


> fr (7, dr, [wor, [ulay) — fr (x, wx, [ulos, (ula) 十 WE — wy) 


下 面 , 我 们 简 记 


ilz) = 大 (ZL [ud os, [a]a), fei(7z) = fr (7, 2 [a lo,, [ee]a,). 


因为 w 中 ,a € (ww), 所 以 frilloo < CC, | 席 | < C. 先 利用 L? 理论 知 ， 


frila < (2, frila < C2. 


再 利用 Schauder 理论 义 知 


这 里 的 正常 数 C, O01, C。 和 Cs 都 与 i 无 关 . 由 于 C?+e(8) 一 C2(8?) 是 紧 的 , 故 
{wu} 和 {20} 一 ， 都 存在 子 序列 , 在 [C?(f2)]” 中 分 别 收敛 到 去 和 人， 叉 因 为 
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fo}s ， 和 {a 中 }>, 都 是 单调 有 界 的 , 所 以 在 点 点 的 意义 下 它们 都 有 极限 . 根据 极 
限 的 唯一 性 , 它们 的 极限 分 别 是 芯 和 评 . 再 次 利用 极限 的 唯一 性 义 知 , 在 [C?(82)]"™ 
中 一 去 ,去 人 一 冯 . 在 等 式 


nj(i+1) 一 T(u (2) , 0 ), (it1) 一 T (au) ui)) 


中 令 ;一 oo 推 得 , 蔷 和 是 问题 (3.7.3) 的 耦合 拟 解 . 
下 面 证 明 和 是 问题 (3.7.3) 位 于 (w, 码 中 的 最 小 拟 解 和 最 大 拟 解 . 假设 
wv Ee 他 可 是 问题 (3.7.3) 的 耦合 拟 解 则 v = Te 路 "一 TO Ds 同 于 于 | 


需要 指出 的 是 该 定理 只 是 给 出 了 耦合 拟 解 的 存在 性 , 在 应 用 中 并 没有 太 大 的 
作用 . 目 然 要 问 : 在 什么 条 件 下 , 这 样 的 耦合 拟 解 是 原 问 题 的 解 ? 从 表面 的 迭代 过 
程 可 以 看 出 , 当 所 有 的 di = 0, 即 ff 是 拟 增 系 统 时 ， 上 面 得 到 的 去 和 立 都 是 问题 
(3.7.3) 的 解 , 并 且 还 是 位 于 (w, 及 中 的 最 小 解 和 最 大 解 . 当 f 不 是 拟 增 系统 时 , 结 
朱 融 很 难 判 断 . 按照 耦合 拟 解 的 定义 , 我 们 把 让 = (bi)… ,im), 有 = (人 ,mn) 
混合 在 一 起 , 再 重新 分 组 . 如 果 能 够 分 成 


{ 1, ) Um, Ul , bm} 一 {121 , Vm} U {Ww1, + , Wm }, 


并 且 ， = (v1,… ,vm) 秋 二 (wi,… ,wm) 都 是 问题 (3.3.3) 的 解 , 问题 束 解 决 了 . 
例如 , 当 m = 2 并 且 b1 = bs = 0 ( 即 f 是 拟 减 系统 ) 时 ,上面 得 到 的 (&, ho) 和 
(2aa) 都 是 问题 (3.7.3) 的 解 . 对 于 一 般 情况 , 要 具体 问题 具体 分 析 . 

上 面 已 经 指出 , 利用 迭代 格式 得 到 的 极限 一 般 来 讲 不 是 原 问 题 的 解 ,而 且 单 调 
和 欠 代 方法 中 的 上 下 解 的 定义 中 又 要 求 系统 f 具有 混 拟 单 调 性 . 与 不 动 点 方法 相 比 
较 , 单调 迭代 方法 中 的 条 件 强 、 结 果 差 , 看 起 来 单调 迭代 方法 对 于 方程 组 似乎 没有 
用 处 . 实际 上 , 对 于 方程 组 而 言 , 单调 迭代 方法 的 作用 是 方便 近似 计算 . 


3.8” 呢 粳 合 方程 组 的 例子 
本 节 采 用 上 下 解 方法 研究 竞争 共 栖 模型 的 齐 次 Dirichlet 边 值 问题 


加 加 加 UD 
—Aul = Qu] (1 ?1 ] 二 TE (2, 
—Au2 = Puz(l1 — v2 一 bui), T E 1 
、 1 (3.8.1) 
us = us( -元 了 


Ul = U2 一 3 = 0, TEON. 
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对 于 方程 式 的 边 值 问题 
— A TW 一 太志 一 rT) Ap 
| Aw+q(z)w = kw f(r)w, ren, 1382, 
w 一 0, TEON, 


假定 q fe C(f) 且 在 Q 上 ff > 0,& 是 一 个 常数 , 那么 当 有 > 和 (gq) 时 , 问题 (3.8.2) 
存在 唯一 正解 ( 见 定理 3.4.4), 记 为 io 用: 根据 比较 原理 , gwk, 有 天 于 大 单 增 , 关 
于 g 和 ff 单 减 . 如 果 还 有 q(x) > 0, 那么 pio jn < 1. 由 于 当 < 和 (gq) 时 , 问题 
(3.8.2) 没有 正解 , 我 们 定义 Pla, k, f1 = 0. 记 


pa = plo,a,al, Pp = Pro,8, Bl 


则 
0 < pa, Pp, Plaagpg, aa Prepga,B,B]) < 1 


利用 椭圆 型 方程 的 正则 性 理论 知 
ba, $a, Plaagpa, ool, Ploppa,p,8 EC (1), O<o<l1. 
我 们 首先 给 出 边 值 问题 (3.8.1) 存在 正解 的 必要 条 件 . 所 谓 正解 , 即 是 满足 
ui(7), ua (1), ua(7T) > 0, vreEn 


的 解 , 有 时 也 称 为 共存 解 . 
定理 3.8.1 如 果 问 题 (3.8.1) 有 正解 (wi,u2,u3), 那么 下 面 的 估计 成 立 : 


(3.8.3) 


特别 地 , 如 果 a= 二 86 且 a,b<1, 则 有 
MN(aagpa) = NN(aaba) <a=B, MN(bBGa) = Alibabao) <a = 


正明 充 (U1, U2, U3) 是 (3.8.1) 的 正解 ， 则 有 


一 Au <aui(ll—u), TEN, 
wl 一 U， TE Of2. 


这 表明 wi 是 问题 (3.8.2) 当 gq(z) = 0 f(z) = = a 时 的 一 个 正 的 严格 下 解 . 由 习 
题 3.7 知 , a > Xi 且 wi < pa. 类 似 地 可 以 推出 6 > Xi 且 w < 9p. 再 由 ws 的 方 
程 知 

一 AUa <us, ZE 人 2 

v3 = 0, ZE Of2. 
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利用 推论 2.3.1, 我 们 有 X < 1 
根据 上 面 的 讨论 , 从 问题 (3.8.1) 便 可 得 到 


-Au2 十 OUbe 十 bbo)ua2 > Pu2, TEN, (3.8.4) 


Ai(alba +agppl) >a, Alboe + bpal) > 0. 


至 此 , 我 们 证 明了 不 等 式 组 (3.8.3) 成 立 . 第 二 个 结论 可 由 引 理 3.4.1 推出 . 证 毕 . 
下 面 给 出 存在 正解 的 充分 条 件 . 


(3.8.5) 


.8.1 如 果 aw=6 且 ab<1l 则 问题 (3.8.1) 有 正解 的 充分 必要 条 件 是 
不 等 式 组 (3.8.5) 成 立 . 
定理 3.8.2 的 证 了 明 ”通过 构造 上 下 解 来 证 明 . 由 不 等 式 组 (3.8.5) 知 , 和 1 < 
min{1, oa B}, 故 pa, yp 存在 . 记 记 := po, iio := 9p, 则 有 


一 At 一 Qu(l—i TE 
r= oT (3.8.6) 
ul 三 0, TEON 
和 
—Ai2 = Bio(l — io), E 2, 
2 = Pal 02) 7 (3.8.7) 
U2 一 U， TE Of/ 


为 Xi(aage) < a 且 和 (5698a) < 6, 根据 定理 3.4.4, 函数 gaoss,a,al 和 glspg。,8,4 
都 存在 . 记 1] 一 Olaagg, a, al U2 .一 PBpo, B, A) 我 们 有 


一 Ai =aui(l—u —aiu), ZE 1 
= (lh 0) (3.8.8) 
1 一 U TE Of 
和 
一 At = Bu (lu — bu), ZTE 
| (3.8.9) 
Us 一 U， Tc Of2 
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U3 
—Aus=v3|l1C— ， ZE TO 
四 Lo 十 本 (3.8.10) 
v3 一 0, TEON 
和 
U3 
_Aus = 1- ) ze 1 
Lo 十 {Olaagg, a, al (3.8.11) 
vu3 = 0, TEON 


显然 , i > 0, i = 1,2,3. 根据 问题 (3.8.6) ~ (3.8.9), 利用 比较 原理 可 得 
w; < 说 ,1 二 1, 2. 例如, 由 问题 (3.8.8) 知 
一 人 21 一 Quill 一 蕊 1 一 aiti2) < Quil(l 一 wl), Te (2, 
vi 三 0, TEONW, 


这 表明 wl 是 问题 (3.8.6) 的 一 个 正 的 严格 下 解 , 而 问题 (3.8.6) 有 唯一 正解 页 = 加， 
由 习题 3.7 知 , u， < i. 再 根据 问题 (3.8.10) 和 问题 (3.8.11), 类 似 于 上 面 的 讨论 可 
以 推出 V3 < U3. 


这 表明 (za, iio, iis) 和 (wj, us, us) 是 问题 (3.8.1) 的 有 序 耦 合 上 下 解 . 运用 椭圆 型 
方程 组 的 上 下 解 方法 , 问题 (3.8.1) 至 少 有 一 个 解 (wi,w2,u3) 且 满 大 < ui < i， 
i 二 1, 2, 3. 因此 问题 (3.8.1) 至 少 有 一 个 正解 . 定理 3.8.2 得 证 . 
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3.9 ” 强 耘 合 方程 组 的 上 下 解 方法 


对 于 强 耦 合 方程 组 的 边 值 问题 , 也 可 以 建立 上 下 解 方法 . 我 们 仅 以 下 面 的 问题 
为 例 , 做 一 个 简要 介绍 , 更 多 细节 和 应 用 可 以 参看 相关 文献 [12,13,14]. 
考察 边 值 问题 
—AA(u,v)= fi(u,v), ZE 
—AB(u,v) = fo(u,v), ZET (3.9.1) 
uv =» = 0, TEON, 


其 中 8 是 R"* 中 的 有 界 光 清 区 域 . 假设 多 和 Y 都 是 R? 中 的 凸 集 , (0,0)€ 多 , 函 
数 fi(u,») 和 f2(u, v) 在 多 上 都 是 Lipschitz 连续 的 . 又 设 A(0,0) = B(0,0) = 0, 
在 UY 上, 映射 (4,B) : 多 一 Y 二 次 连续 可 微 并 且 存 在 一 次 连续 可 微 的 鸳 映 射 
(4*,B*). 记 


w= A(u,v), z= B(u,v), 
由 此 可 唯一 解 出 
u= A*(w,z), v= B*(w,z), A*, B* eo (VY). 


显然 求解 问题 (3.9.1) 等 价 于 求解 下 面 的 边 值 问题 : 
-Au = fi(A*(w,z), B*(w,z)) := gi1(w,z), ZE8 
—Az=f (A*(w, z), B*(w, z)) :二 g2(WwW,2), ZE 人 (3.9.2) 
山 一 之 一 0， TEON. 


也 可 以 把 问题 (3.9.1) 转化 成 与 其 等 价 的 偏 微分 方程 与 代数 方程 耦合 的 方程 组 的 边 
值 问题 


—Aw++ Miw= fi(u,v) + MiAu,v), ZET/ 
—Az++ M2z= folu,v) + MB(u,v), TEL, 
u = A*(w,z), v= B*(w,z), TEN 


(3.9.3) 


w= 二 z= 0, TEON, 


其 中 Mi M2 是 待定 的 正常 数 . 

对 于 问题 (3.9.2), 可 以 根据 gi(w, z) 和 gz(w, >) 的 结构 定义 上 下 解 . 但 是 一 般 
来 讲 , gi(w, z) 和 gz(w, z) 的 结构 很 复杂 , 直接 寻找 问题 (3.9.2) 的 上 下 解 非常 困难 . 
因而 我 们 来 讨论 问题 (3.9.3). 
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问题 (3.9.3) 有 4 个 未 知 函 数 (u,v,w,z) 和 4 个 方程 . 形式 上 看 问题 变 得 更 加 
复杂 了 , 实际 上 它 比 问题 (3.9.2) 容易 处 理 . 我 们 仿照 3.7 节 的 方法 定义 上 下 解 , 并 
由 此 得 到 解 的 存在 性 . 

定义 3.9.1 假设 函数 记 0,U,vECO(f), 函数 万 ,2 www, zZ EC(f)C*( 人 2), 并 
且 吕 数 组 (0) 和 (u,v) 的 值 域 属于 人 WH, 函数 组 (如 ,Zz) 和 (也 , z) 的 值 域 属于 Y. 
称 (0,D,z) 和 (u, v, ww, ZzZ) 为 问题 (3.9.3) 的 有 序 上 下 解 , 如 果 匀 之 UD 之 Vv 人 D 之 


对 于 (a V, W, 2) € CD x IC°*(0)], 线性 问题 


—Aw++ Miwvw= fi(u,v) + MiA(lu,v), rTEY, 
—Az++ Mz2= folu,v) + MoB(u,v), ZE 
= A*(w,z), 0 = B*(w,z), Z GE 1f2， 
一 之 一 0， T E Of/ 


存在 唯一 解 (人 ,1 全 , 习 . 由 A*(w,z) 和 B*(w,z) 的 光滑 性 , ,0 e C°(0). 根据 椭圆 
型 方程 的 正则 性 理论 , 万 ,2 e C1+e(f2). 定义 算 子 TT:T(w,v,w,2z) = (,D, 必 ,2). 同 ] 
于 3.7.1 节 可 证 


T: [C(O x [CO 一 [CO x [C*(O)] 
是 紧 算 子 . 


记 _ _ 
U={(u,v,w,2): avECCO) w,z EC OO) 


88 . 第 3 章 上 下 解 方法 


O©=Uf{vw,z EC°(N): lw, zla < 1 


那么 O 是 [C(9)]2 x [C*(8)]? 中 的 有 界 闭 凸 集 . 同 于 3.7.1 节 可 证 , 存在 正常 数 M 
使 得 | 男 , 引 和 M 对 所 有 的 (w ww,z) eU 成 立 . 又 因为 了 工 : U 一 U 是 紧 算 子 , 所 
以 了 : OO 一 ; O 〇 是 紧 算 子 . 根据 Schauder 不 动 点 定理 (定理 4.2.2), 了 在 U 上 有 不 
动 凡 (4,v,w,z), 即 存在 (w vvw,z) Err 满足 问题 (3.9.3). 证 毕 . 


3.10 弱 上 下 解 方法 
仿照 弱 解 的 定义 和 古典 上 下 解 的 定义 , 我 们 也 可 以 定义 弱 上 下 解 , 利用 弱 解 的 
比较 原理 构造 单调 迭代 序列 , 进而 得 到 弱 解 的 存在 性 . 
3.10.1 半 线 性 方程 
我 们 先 讨论 半 线 性 方程 , 仅 以 下 面 最 简单 形式 的 方程 式 的 边 值 问题 


—Au = f(z,u), ZE 人 1 
4 = 0, ZE Of/ 


(3.10.1) 


为 例 来 介绍 弱 上 下 解 方法 . 
定义 3.10.1 ”函数 eE ICO) 称 为 问题 (3.10.1) 的 弱 上 解 ( 弱 下 解 )， 如果 
ulan 之 (<)0, 并 且 对 于 任意 p €E HO( 人 7), p > 0, 都 有 


| Vu.: Vpdr > <) | f(z,u)pdz. 
$2 2 


定理 3.10.1 假设 详 和 以 分 别 是 问题 (3.10.1) 的 弱 上 解 和 弱 下 解 , 并 且 ,i E 
L>Y(0), 4 同上 , 记 
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又 设 对 于 任意 的 4 E (wu, 记 ), 函数 f(z,u(7)) €E 天 (2)， 并 且 存在 正常 数 C 使 得 
f(z,u(z))l|2 和 C 对 所 有 的 E(u,i) 成 立 . 同时 存在 正常 数 M, 使 得 


并 且 匀 和 详 是 问题 (3.10.1) 位 于 以 和 如 之 间 的 最 小 解 和 最 大 解 . 
证 明 “对 于 任意 给 定 的 ve (uw, 翅 , 边 值 问题 


zZ) 五 ) 十 Miodz，YepeREo(O p>0, 


| Va vot Muaydr= [fc 可 +Maodz vwe HQ), o>0 
《2 《2 
所 以 v 满足 vlan >0 和 
| (Vou. To + Mvp)dz 20, voe Hi(N), o>0. 
《2 


由 弱 解 的 最 大 值 原 理 知 v > 0 站 il < 记 ， 同 理 可 证 w < wj 芯 去 . 
定义 us = Tui, tis 一 


重复 这 种 步骤 , 定义 


同上 可 以 证 明 , 序列 {ws} _， 和 {im}”_， 满足 式 (3.10.2). 
由 于 到 ,am € (vw, 记 ), 故 
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根据 L? 理论 ， 


其 中 常数 Ci 与 mm 无 关 . 因为 H2(8) nn (9) 一 HL(0) 是 紧 的 , 所 以 {uw} _， 
和 {i}”， 都 存在 子 序 列 , 在 三 (0) 中 分 别 收敛 到 w 和 名 ， 又 因为 fu jse 


和 {zn} ， 都 是 单调 有 界 的 , 所 以 在 点 点 的 意义 下 它们 都 有 极限 . 利用 极限 的 唯 
“人 竹 它们 的 极限 分 别 是 和 苹 . 因而 式 (3.10.3) 成 立 . 注意 到 wu ,| = Tu 和 


Ju “ Vp 十 Mu 19)d7 一 / f(x, un) 十 Mu m| pdz， VE 万 0 (8I) 


(2 (2 


在 上 式 中 令 m 一 > oo 便 可 推 知 , 了 和 立 都 是 问题 (3.10.1) 的 弱 解 . 
再 证 明 立 和 立 是 问题 (3.10.1) 位 于 勾 和 五 之 则 的 最 小 解 和 最 大 解 . 假设 


u E (u,) 是 问题 (3.10.1) 的 解 , 则 w= Tuw， 同 于 {2 和 {Umm} 的 单调 性 


的 证 明 可 证 , uw, < wu < iim 对 于 所 有 的 m 都 成 立 . 因此 祥 < wv < i. 定理 得 证 

在 定理 3.10.1 中 , 如 果 f(x,wu) 关于 zx,w 都 属于 Ce, 那么 上 面 得 到 的 解 还 是 古 
典 解 . 证 明 留 作 练 习 . 

现在 介绍 构造 弱 上 下 解 的 具体 方法 . 在 实际 应 用 中 , 我 们 不 可 能 构造 出 “ 太 弱 ” 
的 上 下 解 . 一 个 比较 切实 可 行 的 方法 是 构造 分 片 光 清 的 弱 上 下 解 . 下 面 仅 以 弱 上 解 
为 例 来 说 明 这 一 扩 . 

假设 开 集 D cc f, 函数 


u E Hi(Q)NOC DNCIDINC NR DNC'(R\ DNCN), (3.10.4) 
但 是 Dw 在 9D 上 间断 . 假设 在 古典 的 意义 下 , w 满 下 


一 Av > f(r,u), rz ED, 
—Au2> f(r,u), rTERN\D, (3.10.5) 


4 之 0， TEON. 


分 别 用 二 和 二 一 一 表示 vu 在 9D 上 的 外 法 向 导数 和 内 法 向 导数 . 对 于 任意 的 


vw € Hi(N), o> 0 用 p 乘 以 问题 (3.10.5) 的 方程 并 分 别 在 D 和 8 \ D 上 积分 得 
Ou 
[ V .Yodz 一 BTA > ， f(x,u)pdz, 
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一 一 一 十 一 一 > ] > 0. 
| Vodz | ( 襄 十 二 pd5 之 | fe war, YE 万 If p20 


Ou Ou | 
一 -十 一 一 > 之 .1U. 
/ (说 + 说 ) ras>0 VwoEH(N), p>0, (3.10.6) 


那么 它 是 问题 (3.10.1) 的 一 个 弱 上 解 . 

对 于 弱 下 解 , 我 们 有 类 似 的 充分 条 件 . 

利用 定理 3.10.2 可 以 证 明 , 如 果 雯 和 zi 都 是 问题 (3.10.1) 的 古典 上 解 , 那么 
函数 zz) = min {i (7z), i2(z)} 是 问题 (3.10.1) 的 弱 上 解 . 如 果 wu 和 ws 都 是 问题 
(3.10.1) 的 古典 下 解 , 那么 函数 w(x) = max {ui(7z), uz(7)} 是 问题 (3.10.1) 的 弱 下 
解 . 


3.10.2 ” 拟 线 性 方程 


在 3.3.1 节 , 我 们 讨论 了 拟 线 性 问题 (3.3.3) 的 古典 上 下 解 方法 . 本 小 节 讨 论 拟 
线性 方程 的 边 值 问题 的 弱 上 下 解 方法 . 这 部 分 内 容 参 考 了 文献 [2]. 
设 8 是 了" 中 的 有 界 区 域 , 4 是 散 度 型 二 阶 拟 线 性 椭圆 算 子 


7 


(Au)(7X) = >》 7 (4i(z,u(z), Du(z)))，ae. TE€ 0, (3.10.8) 


其 中 4， (i =1,..…,n) 满足 下 面 的 条 件 : 

(A1) 4; : 1 x 了 xxR" 一 及 满足 Carathéodory 条 件 : 对 于 任意 固定 的 (w,7) € 
RR x R", 4i(z,u7) 关于 x €E 8 可 测 , 对 几乎 所 有 的 z € 8, 关于 (w,n) 连续 ; 

(A2) 存在 常数 p e (1, coj, co > 0 和 非 负 函数 ho e L? (1), 其 中 p' = pp 一 了 
对 几乎 所 有 的 ze Q 和 所 有 的 (w,n) ERRx RR", 有 


[Ai(z,u, MN) < jpo(z) + collul? 7 + ne ), i= 1 ,nn; 
(A3) 对 几乎 所 有 的 ze 8, 以 及 任意 的 ve 民 , n,m e R", 都 有 
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在 Wu (0 x 和 2(2) 上 有 定义 . 


(3.10.9) 


其 中 算 子 A 由 式 (3.10.8) 定义 , B 是 一 个 Carathkodory 函数 ( 即 满足 Carathéodory 
条 件 的 函数 ), ge W1?(8), fe W717 (9) := (Wo”(0))*, 后 者 是 Wo”(8) 的 对 侦 
空间 . 这 里 , wjan = 9 是 指 (w 一 g)(z) € Wi?(0). 

图 数 ve W™'?(1) 称 为 问题 (3.10.9) 的 弱 解 , 如 果 vlan = g, B(', 4(:), Du(:)) € 
L? (有 ), 并 且 成 立 
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Q(U TV) + B(x,u, Duvdz > (f,v), VvE WT(N), v>0 a.e. 于 2, 
(2 


这 里 ulan 之 g 是 指 (9 一 u)t := max{g 一 u,0} € Wo?(f). 

如 果 上 面 的 所 有 反 向 不 等 式 都 成 立 (检验 函数 vv > 0 除外 )， 则 称 是 问题 
(3.10.9) 的 一 个 弱 下 解 . 

下 面 建立 的 弱 上 下 解 方法 的 理论 根据 是 变 分 不 等 问题 , 而 变 分 不 等 问题 解 的 存 
在 性 的 抽象 工具 是 单调 算 子 理论 . 设 V 是 自 反 的 Banach 空间 , 其 共 罗 空 间 记 为 
V*. 对 于 weV 和 feV*, 记 (Ff,w) 为 w 与 f 的 对 偶 积 . 称 算 子 A:V 一 V* 是 
伪 单 调 的 , 如 果 由 


在 V 中 wx wu，limsup(Aux,uk — vu) < 0, 


K 一 OO 
就 一 定 可 以 推出 


(Au,u — 1v) < liminf(Avk, vx 一 v), VwE TV 


K 一 OO 


称 算 子 4 :V 一 V* 是 有 界 的 , 如 果 它 把 V 中 的 有 界 集 映 为 V* 中 的 有 和 界 集 . 

定理 3.10.3 ([15, 定理 2.3]) 设 V 是 可 分 的 自 反 Banach 空间 ,天 是 V 中 的 
非 空 闭 廿 集 , A :V 一 * V* 是 有 界 的 伪 单 调 算 子 , f Ee V*. 如 果 存 在 uo E KK 和 常数 
p > 0, 使 得 


(Au,u— uo) > (f,u— uo), VE 下 > (3.10.10) 


那么 变 分 不 等 问题 
UEK: (Au,v—u (ff,v—u, vveEekKk (3.10.11) 
有 解 


若 在 (3.10.11) 中 取 K = V, 那么 是 问题 (3.10.11) 的 解 当 且 仅 当 .4u = f. 
此 外 , 如 果 4 是 强制 的 , 即 


lim (Av,) 

lvll=o0 -jwl 

那么 条 件 (3.10.10) 对 于 天 =V 上 自然 成 立 . 
定理 3.10.4 假设 wwe Wi?(f) 分 别 是 问题 (3.10.9) 的 弱 下 解 和 弱 上 解 
v < w, 并 且 可 以 把 g(z) 适当 延 拓 到 1, 使 得 在 1 内 几乎 处 处 有 vg < w. 又 设 
存在 常数 cl > 0 和 函数 hE LP (1), 使 得 


一 上 OO， 


B(x,u,n)| < ho(x)+eln|?™’, a.e.T EN, VnER", velv,w. (3.10.12) 
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证 明 ”我 们 首先 通过 修正 系数 函数 在 区 间 (ww 外 部 的 值 , 建立 一 个 与 问题 
(3.10.9) 和 给 定 的 函数 v, w 相关 联 的 修正 的 边 值 问题 , 而 后 证 明 该 边 值 问 题 有 一 个 
弱 解 并 且 位 于 v 和 ww 之 间 , 从 而 得 到 问题 (3.10.9) 的 解 . 把 证 明 过 程 分 成 下 面 的 
几 步 来 进行 . 

第 一 步 ” 构造 修正 问题 . 


对 于 i=1,.…,n,zT€ERN 和 (v,n)ERxR", 令 


考察 下 面 的 辅助 问题 : 
| -Av+B'(r,Tu, DTu)) + PHY,u) = (7), rEH, (3.10.13) 
0 TE O02, 


其 中 6 是 待定 的 正常 数 . 我 们 首先 利用 抽象 定理 (定理 3.10.3) 证 明 问 题 (3.10.13) 
有 一 个 弱 解 uo, 其 次 证 明 wo 十 g 满足 v < wo 十 9g ww, 进而 有 


Auo= Al(vuo+g), Tuo= uo, 7Y(7,vuo)=0, 
B’'(x, Tuo, D(Tuo)) = B(x, vo + 9, D(wo + 9)). 
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这 说 明 wo 十 g 是 原 问题 (3.10.9) 的 一 个 弱 解 . 
第 二 步 与 问题 (3.10.13) 对 应 的 半 线 性 形式 是 


注意 到 下 (oo(), Do() B(,w(-), Dw(-)) e L? (2), 根据 4i, B', T 和 的 定义 以 
及 条 件 (A2) 和 (3.10.12) 容易 验证 , 对 于 任意 的 ve Wiz(2), 有 


A.(:,u, Du), B'(:, Tu, D(Tu)), TV) € IL? (12), 


其 中 p' = p/(p 一 14). 所 以 blwv,:) 是 Wj'?(8) 上 的 有 界线 性 泛 函 , 故 存在 唯一 的 
Fu e W-1? (0), 使 得 


这 样 就 得 到 算 子 下: Wi?(0) 一 > W-1? (0). 
容易 验证 : 对 于 任意 给 定 的 正常 数 C, 存在 正常 数 C1, 当 lullwuzcn) 入 C 时 ， 
b(w,9)| < Ciliglwurcn) 对 所 有 $e€ Wo2(D) 成 立 . 这 说 明 三 是 有 界 算 子 . 
为 了 证 明 三 是 伪 单 调 算 子 , 我 们 分 解 


lim sup (fium, um — Lu) < 0. (3.10.14) 


Eee 
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lim | 4i(z ur Du) — Ai(z,u, Du)l| Lr cn) = 0. 


71 de,®, 


义 因为 Di(um 一 u)l|Lr(0) 有 办 故 有 


lim inf (Fivum — Fiu, Um — vu) 之 0. (3.10.18) 


rT OO 


男 一 方面 , 当 m 一 ;oo 时 ， (Fiu, Um 一 Lu)— 0. 由 式 (3.10.14) 得 


lim (fivum — Fiu, Um — Vu) = 0. 
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由 于 


lim / 3 Ai(T, Um, Dum) Di(um 一 wlaz = 0. (3.10.20) 
分 别 利用 条 件 (A4) 和 (A2) 知 , 对 于 任意 的 Qo Cc Q, 有 


/ 3 Ai(T, Um, Dum) Di(um — u)dz 


$2 


0 7 一 1 


~ 


3 T, Um, Dum) Diumd7 -| Ai(z, um, Dum)Diudz 


0 ;一 1 一 


/ S ~ Ai( T, Um, Dum)Diudz 


Qo 一] 


<| ho(x)|Duldz +co | luml?™ tIDuldz + colDuml? |Duldz 
$20 
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lim Duan dz =0 (3.10.21 ) 


关于 m 一 致 成 并. 
下 面 证 明 在 L?(0) 中 Dum 一 * Du. 用 反 证 法 . 假设 存在 e > 0, 和 {Dum}，_， 
的 子 列 仍 记 为 它 自身 , 使 得 


(3.10.22) 


如 果 该 断言 不 成 立 , 那么 对 于 任意 的 , 存在 mx, 使 得 集合 
Q% := {7 € 1: |Dum, — Dul| > 1/k} 


的 测度 125| < 1/k. 再 利用 极限 (3.10.21) 推 知 , 当 k 一 oo 时 


| Du — Dul? dz = | iDum, — Dulfdz +| Dum, — Dul?dz 
7 Ok N\Ak 


EAL 了 7 


我 们 得 到 一 个 矛盾 . 于 是 断言 (3.10.22) 成 立 . 
按照 如 下 方式 定义 问 量 值 函 数 p(xz) = (wi(z),… ,wn(7)): 


Wirz)=0, VreEeENR\N, 


] . TE f2 Dium — Diu > 0, 
Wi(Z) = 


~-], XEf, Dium — Div < 0. 
显然 we [LP? (2)] ,并 且 
| 四. (Dum — Du)dz = | Dum — Duldz > 7”. 
7 P， 


此 与 在 Zz(O) 中 Dun 一 Du 的 事实 相 矛 盾 . 故 在 Z2(O) 中 Dum 一 * Du, 因而 在 
Wi?(1) 中 如一 
对 任意 的 ve To"(9), 利用 条 件 (A3) 得 
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由 极限 (3.10.17) 知 , 当 mm 一 ce 时 上 式 右 端的 第 一 项 趋 于 零 . 由 于 在 Wi2?( 人 2) 中 
ww 显然 上 式 右 端的 第 三 项 趋 于 零 . 因为 Du 几乎 处 处 收敛 于 Du, 同 于 式 
(3.10.17) 的 证 明 , 当 mm 一 ,oo 时 上 式 右 端的 第 二 项 趋 于 零 . 故 由 上 式 得 


Tn OOO 


(Fiu,u—v)= / 2》, Ai(z, u, Du)Di(u — v)dr < liminf(Fivum, um — 1), 
77 


这 说 明 万 是 伪 单 调 算 子 . 
第 四 步 ”证明 大 是 伪 单 调 算 子 . 
假设 在 W)’?(0) 中 如 一 vw, limsup (Fux, ux —u) < 0, Bh limsupb(wux, vk—u) < 


kKk—o0 上 一 Oo 
0. 欲 证 


b(u, wu — vv) < liminfb(wvr,vr —v), Vv Ee Wo?(n). (3.10.23) 


kKk—00 


事实 上 , 由 于 {ux} _, 在 Wo”?(8) 中 有 界 , 所 以 {Tu};_, 在 W'?(f) 中 也 有 
界 , 并 且 在 L?(n) 中 wx 一 > wv (因为 WI' 了 (0) 一 L?(8) 是 紧 的 ), 因此 {BTwx， 
D(Twuxk))}r， 和 {Y(,wx)} ,| 在 LP? (8) 中 都 有 界 . 由 此 推出 


im b2 (Uk., Uk 一 2) 一 0, 


故 有 
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lim supbi(uxr, ur ~— uu) < 0, BH limsup (Fiukr,uk — vu) < 0. 
K-00 K 一 OO 


bi(u, uO— v0) = (Fu,u mv) < liminf (Fivk, UK 一 人 


=lim inf bi(wks uk — v0), Vv EW ?(N). (3.10.24) 
此 外 , 同上 可 证 在 Wj)?(f) 中 wp 一 > wu ( 同 于 在 WI 了 (8) 中 wm 一 ? vv 的 证 明 过 程 ) 
因此 
在 Wl?(f) 中 Tus 一 Tw (3.10.25) 
由 此 推出 
lim bo(wry ug — v0) = bo(u,u mv), Vv EW?(n). (3.10.26) 


上 一 CO 


再 由 式 (3.10.24) 知 式 (3.10.23) 成 立 , 所 以 入 是 伪 单调 算 子 . 
第 五 步 ”证 明 存 在 种 数 7 > 0, 使 得 


| Y(z, uv)udz > Tlulls 一 Csllul|y. (3.10.27) 
02 


定义 


由 于 在 Ql 上 w(z) < v(z) - 9(z) < 0, 故 存在 仅 依赖 于 p 的 正常 数 a 和 6, 使 得 对 
所 有 TE 2, 有 


uz) — [olz) ~ g(a) > alu(o)le™! ~ Blv(z) ~ g(a) le 


因为 v,g e LP(1), 所 以 存在 仅 依赖 于 p 以 及 wv 和 9 的 L? 范 数 的 正常 数 C', 使 得 
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同 理 , 存在 仅 依赖 于 p 以 及 w 和 ， 的 Ze 范 数 的 正常 数 w 和 C*, 使 得 


1/p 
| yz,u)udr >a | lu(rz)lfdr—C™ (/ ud ) . 
(23 (23 (23 


由 于 v,w,g € L?(1), 故 存在 正常 数 C, 使 得 lullzzro < C. 取 7= min {a,a'}, 利 
用 上 面 得 到 的 估计 , 我 们 有 


| jo B'(z,w, Dajudz| < Csllulls + Col Dull lulle 


若 取 es > 0 适当 小 , 6 > 0 适当 大 , 则 有 
b(w,u) 之 7Dulls — C7|lwl|» — Cg8, VuE Wi?(0). (3.10.28) 
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因为 在 空间 Wo2(2) 中 , 范 数 lwllwaro) 与 | Dull，。 等 价 , 并 且 p > 1, 那么 由 不 等 
式 (3.10.28) 知 下 是 强制 的 . 
第 七 步 ， 对 于 KK =V = Wi 了 (1), 应 用 定理 3.10.3 知 , 问题 


存在 弱 解 uo € Wi?(0). 
第 和 八 步 ” 令 vo = wo 十 g. 如 果 能 够 证 明 wv < vo < w, 则 有 


A'uo 一 Avo, Tuo 一 20， B'(z, Tuo, D(T'wuo)) 一 Bl(z, Uo, Dwo), 7(Z， Lo) = 0， 


从 而 vo 是 原 问题 (3.10.9) 的 弱 解 . 
现在 证 明 v < vo < w. 按照 定义 , vo 满足 


3.10 弱 上 下 解 方法 . 103 . 


于 是 由 式 (3.10.29) 得 
上 f(z)(vo — w)tdz> 3 上 Ai(z,w, Dw)Di(vo — w)tdz 


十 / B(x,w, Dw)(vo — w)' dz + Pll(vo — w) ls. 


进而 得 到 Bl(oo 一 w)+ll? < 0, 故 有 (vo 一 w)t+ 三 0, 即 wvo gw. 

类 似 地 可 以 证 明 ， V0 之 上. 定理 得 证 . 

当 4i(z,u9) = Ai(z,7) 不 依赖 于 v 时 , 还 可 以 得 到 更 好 的 结论 . 

定理 3.10.5 ([2, 第 四 章 引 理 4.10]) “假设 条 件 (Al) 一 (A4) 成 立 , 并 且 4i(z， 
由 1) 二 4i(Z,7) 不 依赖 于 wu. 如 果 v1, va 是 问题 (3.10.9) 的 弱 下 解 ,那么 maxtuli,V21 
也 是 问题 (3.10.9) 的 弱 下 解 . 类似 地 ， 如 果 wi,w2 问题 (3.10.9) 的 弱 上 解 ， 那么 
min{wi,Ww2o} 也 是 问题 (3.10.9) 的 弱 上 解 . 

定理 3.10.6 ([2, 第 四 章 定理 4.11]) “假设 定理 3.10.4 的 条 件 成 立 , 并 且 4i(z, 
un) 二 4i(z,7) 不 依赖 于 vv， 那么 在 区 间 (v,w) 内 ， 问 题 (3.10.9) 有 一 个 最 小 弱 
解 u 和 一 个 最 大 弱 解 uw*, 即 问 题 (3.10.9) 位 于 区 间 (v,w) 内 的 任意 解 u 都 满足 
Ux SU SU. 

上 面 的 结论 可 以 推广 到 Neumann 边 值 问题 . 设 v = (wwvn) 是 909 上 的 单 
位 外 法 向量 , A; 满足 条 件 (Al) ~ (A4). 考虑 Neumann 边 值 问题 


—Au+t+B(z,u, Du)= f(r), rEN, 


了 (3.10.30) 
> 4i(z， u, Du)vi; = 0, T E Of 
i 一 1 


函数 ve W1?(1) 被 称 为 是 问题 (3.10.30) 的 弱 解 , 如 果 B(z,uw(z), Du(z)) € 
L? (1), 并 且 


au) 十 | B(x,u, Dujvdz = (f,v), Vv EW'?(N). 
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函数 ve W414?(0) 被 称 为 是 问题 (3.10.30) 的 弱 上 解 ， 如果 B(z, w(x), Du(z)) < 
LP? (人), 并 且 


a(u,v) + | B(z,u, Dujvdz > (f,v), Vv EW?(N), v>0. 
(2 


如 果 上 面 的 反 向 不 等 式 成 立 (检验 函数 v > 0 除外 ), 则 称 v 是 问题 (3.10.30) 的 弱 
下 解 . 
定理 3.10.7 ([2, 第 四 章 定理 4.12]) ”假设 WH?(f) 一 ZIP(1) 是 紧 的 ( 当 了 
具有 Lipschitz 边界 时 , 该 嵌入 一 定 是 紧 的 ), 那么 定理 3.10.4 ~ 定理 3.10.6 的 结论 
对 于 问题 (3.10.30) 仍然 成 立 . 

上 上面 我 们 讨论 了 拟 线 性 方程 的 Dirichlet 边 值 问题 和 Neumann 边 值 问题 的 弱 
上 下 解 方 法 . 对 于 更 一 般 的 边 值 问题 , 也 有 类 似 的 结论 . 

假设 9 是 R" 中 的 有 界 区 域 , 0 e C? 并 且 88 = ToUT, 其 中 邦和 碾 是 
两 个 互 不 相交 的 既 开 又 闭 集 合 (其 中 有 一 个 可 以 是 空 集 ). 又 设 ai EC(1) 满 下 


也 


3 Qij (TYiY; >0, vireEe 2, V 和 R" \ {0}. 


,7 二 1 


考虑 边 值 问题 
一 Qij(T) Di;u 一 f(z, UV, Du), TE 0, 
;1 (3.10.31) 
Wu = 0, TEON, 
其 中 
?1 ， Z E 7 0. 
Wu = D 
+b(z)u, ZzET, 
bc C- (71). 


假设 p > mw 那么 W??(f) 一 CO). 
(1) 称 函 数 ve W??(1) 是 问题 (3.10.31) 的 解 , 如 条 


一 2 Qij(T) Dij;u = 了 CU DY) 
在 8 内 几乎 处 处 成 立 , 并 且 Bw = 0 在 50 上 成 立 . 
(2) 称 函 数 ve W??() 是 问题 (3.10.31) 的 上 解 , 如 果 


一 Qi;(T) Diju > f(r,u, DU) 


1,] 二 1 
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在 8 内 几乎 处 处 成 立 , 并 且 Bw > 0 在 82 上 成 立 . 如 果 这 里 的 反 癌 不等式 成 立 ， 
则 称 v 是 问题 (3.10.31) 的 下 解 . 

定理 3.10.8 ([17, 定理 1]) 假设 函数 jzu7) 在 凡 x 限 xR" 上 连续 , 并 且 
关于 尽 和 也 局 部 Lipschitz 连续 . 又 设 jz,uwm) 满足 Nagumo 条 件 , 即 存在 连续 函 
数 V% : 民 | 一 > 及 +, 使 得 


fru MM) < vu + nN), V(r) ER XRxR". 
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上 下 解 方 法 也 可 以 用 于 无 界 区 域 上 的 边 值 问题 , 我 们 仅 以 方程 式 的 Dirichlet 
边 值 问题 为 例 做 一 个 简要 介绍 . 假设 8 是 R" 中 的 一 个 无 界 区 域 , 考虑 边 值 问题 


(3.11.1) 


这 里 的 算 子 .2 由 式 (3.3.1) 给 出 , 系数 满足 3.3 节 的 条 件 , 并 且 对 于 任意 的 > 1， 
右 端 函数 f(zx,u) Ee C°(f x RR), 其 中 0<a<l1, f= {zrz€0:|z|< .还 假 
设 边 界 函数 $ 可 以 延 拓 到 f, 延 拓 后 的 函数 仍 记 为 $, 使 得 对 于 任意 的 上 > 1, 有 
$9 E Wi?(02.). 本 节 中 上 下 解 的 定义 同 于 定义 3.3.2. 

我 们 把 59 分 成 两 部 分 : 00 = TU Tw, 其 中 


= {reon:|z|<oo}, Tw= {7€0N: z| = oo 上 


定理 3.11.1 ”假设 二 和 尺 是 问题 (3.11.1) 的 有 序 上 下 解 ， i, uw € L%(@)， 
UOCm-= inf v, M = supi. 又 设 f(z,V) 在 fx [m,M]| 上 有 和 界 , 并且 存 
(2 


(3.11.2) 
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容易 验证 = 训 o,， 和 ww, = wlo, 是 问题 (3.11.2) 的 有 序 上 下 解 . 于 是 问题 (3.11.2) 
有 解 uk €E C2+2( 罗 nmCc( 人 你 ), 并 且 满 足 m wp < ur iis<M. 

对 于 任意 固定 的 j, 当 有 > j7 时， (2; C fok. 先 利 用 L? 估计 , 再 利用 Schauder 
估计 , 我 们 有 


urlcan,) < C, unlessoy < ©, 


常数 C 不 依赖 于 大. 因为 嵌入 C2+o(0;) 一 02(0@;) 和 Ce) 一 C(f2;) 都 是 紧 的 ， 
所 以 在 C2(Q;)n cm) 中 {wu},， 有 收敛 的 子 列 收敛 到 某 个 函数 u*. 因为 w 满 
丰 

LU 一 f(z, Uk ), TE 02; C (0x, 


所 以 u* 满足 

Yu’ = Flzu ze (3.11.3) 
再 利用 对 角 线 方 法 可 以 推 知 , 存在 函数 ve C2(0), 使 得 对 于 任意 给 定 的 j, 有 

在 C2(0;)NC(N;) 中 wr 


Lu= f(r,u), TE YN. 


再 证 明 v 满足 边界 条 件 ulan = 4. 对 于 任意 的 zo e To, 存在 充分 大 的 j, 使 得 
对 于 所 有 的 > j, 有 zo e 804. 于 是 w(zo) = 9(z0). 又 因为 在 各 上 wn 一 所 


以 v(zo) = gzo). 
对 于 任意 的 zo e Tw, 存在 zx e 64 使 得 x 一 zo. 因为 uw < wu < 如 所 以 
w(xk) < uzk) < (rk). 注意 到 到 EC(O) 以 及 (70) = u(x0) = f(z0), 令 ke oo 


利用 本 节 和 上 节 的 方法 我 们 还 可 以 讨论 无 界 区 域 上 的 边 值 问题 的 弱 上 下 解 方 


法 . 有 兴趣 的 读者 可 以 作为 练习 写 出 具体 过 程 . 文献 [18] 在 讨论 Belousov-Zhibatinskii 
化 学 反应 模型 的 波 前 解 时 , 利用 了 无 界 区域 上 的 弱 上 下 解 方法 . 


习 题 3 


3.1 ”证 明 当 a > Ai 时 , 问题 (3.4.2) 的 唯一 正解 满 丰 0<u(z)<1,zen. 
3.2 ”证 明定 理 3.4.3 的 结论 (1) 和 (2). 


3.4 给 出 定理 3 3.5.1 的 结论 (2) 的 详细 证 明 . 
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3.5 ”假设 函数 列 fu 一 ; 在 刀 I(OJInZc(O) 中 有 界 . 试 证 明 存 在 {vi} 的 
子 列 ( 仍 记 为 它 目 喘 ) 以 及 函数 we Ha(N) NL™Y(N), 使 得 对 于 任意 的 1 < p < co， 
在 L?(@) 中 wi. 

3.6 ”给 出 定理 3.6.5 的 详细 证 明 . 

3.7 ”考察 边 值 问题 (3.8.2). 假定 g, fe C(f) 且 在 RR 上 ff > 0, 上 是 一 个 
常数 . 试 证 明 如 果 问 题 (3.8.2) 有 一 个 正 的 严格 下 解 w, 那么 问题 (3.8.2) 有 唯一 正 
解 w, 并 且 和 (gq) < 有 也 < w; 反之 , 如 果 有 > 和 (gq), 那么 问题 (3.8.2) 存在 唯一 
正解 . 

3.8 ”讨论 捕食 模型 的 Dirichlet 边 值 问题 


—Au=ula—u—b), ZE 人 
—Av=wv(c—v+ku), ZET 
4 一 光一 0. ZED1. 


其 中 a,b,c 和 大 都 是 正常 数 , Q C R" 是 一 个 有 界 光 滑 区 域 . 给 出 适当 的 条 件 (关于 
系数 a,b,c,k), 利用 上 下 解 方法 讨论 正解 的 存在 性 . 
3.9 ”假设 8 同上 , 考察 边 值 问题 


-Au=u(a—u-— ee) TEN, 
-Av=v(b- 一 TE 0, (3.A) 
4 一 一 0 T E Of 


其 中 a,b,m 和 都 是 正常 数 . 试 证 明 下 面 的 结论 : 
(1) 假设 (u,v) 是 问题 (3.A) 的 非 负 解 , 则 有 


uU(Z) <a, v(x) <b(l1+a), VrE gf:; 
(2) 如 果 问 题 (3.A) 有 正解 (wu), 则 ob > Xi 并 且 
uz) < Ou(7) <a, Obp(7) <v(r) < ab(7x) <b(l+a), VrEen, 


这 里 0, 6(7x) 是 问题 
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3.10 ”在 定理 3.10.1 中 , 假设 f(z,w) 关于 z,v 都 属于 Ca, 试 证 明 那 里 得 到 
的 解 还 是 古典 解 , 即 ve C?2+e(0). 

3.11 假设 a <c<d<b, f= (a,b), Oo = (c,d). 用 左右 导数 解释 不 等 式 
(3.10.7). 

3.12 ”天 于 弱 下 解 , 给 出 一 个 与 定理 3.10.2 类 似 的 定理 . 

3.13 ”证 明 绪论 (3.10.25). 

3.14 ”证 明 结 论 (3.10.26). 


第 4 革 ”拓扑 度 和 分 文理 论 


非 线性 泛 函 分 析 中 的 拓扑 度 理论 和 分 支 (也 称 为 分 卜 , 或 分 又 ) 理论 , 是 研究 顶 
加 型 方程 和 方程 组 的 边 值 问题 解 的 存在 性 的 重要 工具 . 鉴于 本 书 的 主要 目的 是 讨 
论 椭圆 型 方程 , 而 不 是 非 线性 泛 函 分 析 , 所 以 我 们 只 介绍 那些 在 椭圆 型 方程 的 应 用 
中 经 常 出 现 的 有 关 拓 扑 度 和 分 支 理 论 的 主要 结果 . 因此 本 章 可 以 看 成 是 拓扑 度 和 
分 文理 论 的 速成 . 本 章 前 六 节 的 内 容 较 多 地 参考 了 文献 [19]. 


4.1 有 限 维 空间 上 的 拓扑 度 (Brouwer 度 ) 


本 下 讨 论 有 限 维 空间 上 的 拓扑 度 的 定义 、 性 质 及 其 应 用 . 
4.1.1 ”定义 


本 节 总 假设 是 R" 中 的 有 界 开 集 , 映射  : 1 一 R". 

定义 4.1.1 假设 ec'(n). 

(a) 点 To E 8 称 为 9 的 正则 点 ,如果 在 点 To 的 Jacobi 答 阵 .jp(zo) 是 非 退 
化 的 ; 

(b) 非 正 则 点 称 为 临界 点 ; 

(c) yo E 民 ” 称 为 $ 的 临界 值 , 如 果 原 像 集合 0 "(yo) 包含 一 个 临界 点 . 否则 就 
称 为 $ 的 正则 值 . 

我 们 先 用 代数 方法 定义 C1 函数 在 正则 值 处 的 拓扑 度 . 设 $ € C(8) ci(n)， 
yo € R"\ $(98) 是 9 的 一 个 正则 值 . 利用 隐 消 数 定理 容易 推出 , 集合 


dg (yo) = {Zz Ef: 9(z) = yo} 
仅 由 孤立 乓 构成 , 并 且 是 有 限 集 , 记 为 


定义 4.1.2 假设 eC(f)NnCi(n), yo E Rm"\ 9(00) 是 9 的 一 个 正则 值 , 定 
义 9 在 yo 处 的 拓扑 度 (Brouwer 度 ) 为 
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这 样 定 义 的 拓扑 度 d(9, ,yo) 是 一 个 整数 , 并 且 计 算 非常 简单 . 由 定义 可 以 看 
出 , 恒 同 映射 了 的 拓扑 度 是 1. 

为 了 定义 临界 值 处 的 拓扑 度 , 我 们 需要 先 给 出 拓扑 度 的 积分 定义 并 证 明 Sard 
定理 . 
为 了 利用 积分 的 方式 定义 拓扑 度 , 我 们 先 叙述 微分 几何 中 的 一 些 记 号 . 记 d 是 
映 记 微 分 形式 到 (i 十 1)- 微 分 形式 的 外 微分 算 子 ,w 是 了" 上 的 一 个 光滑 的 (n 一 1)- 微 
分 形式 


7 


wW 一 >_(-1)' gi(y)dy’ 八 …: 信 dy 一 Ady' A...Ady", 


是 一 个 n- 微 分 形式 , 简 记 dyLA.…:Adyn = dy. 如 果 是 R* 上 的 一 个 光滑 的 n- 微 
分 形式 
n= f(y)dy, 


而 风 eC (2,R"), 则 有 
(po 9)(z) = f(9(7))| 7s (z)| dz. 
Green 公式 ”如果 w 是 了 "” 上 的 一 个 有 紧 文 集 的 (mn 一 1)- 人 微分 形式 , 那么 


| dw 一 0. 


由 微分 学 的 结论 知 , 对 于 R* 上 的 一 个 n- 微 分 形式 jy. = f(y) dy 而 言 , 如 果 
y 二 9(z) 是 一 个 非 退 化 的 变换 , 则 


定义 4.1.3 ”假设 PecCi(n,R"), yeER" NOOD) ,= f(y)dy 是 一 个 有 紧 支 
集 KK 的 Coe 的 n- 微 分 形式 , 并 且 满 足 wo € K c R"\ 9(00)， 


下 面 的 引 理 说 明 这 种 定义 是 合理 的 . 
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引 理 4.1.1 设 儿 = f(y)dy 是 一 个 有 紧 支 集 KK 的 Cee 的 n- 微 分 形式 , 满足 
作 =0, 那么 存在 一 个 (n 一 1)- 微 分 形式 使 得 suppw C Kh = dw 
证 阴 不妨 认 为 K 是 一 个 立方 体 , 要 证 存在 g;, 其 文集 属于 K, 使 得 


1W) = 1 


用 归纳 法 证 明 式 (4.1.1). 当 n= 1 时, qi(y) = [/- f(s)ds 满足 fdy = dgi, 结 
论 成 立 . 假设 结论 对 于 n 成 立 , 要 证 对 于 nn 十 1 也 成 立 . 令 


yt =t, yt) = ,0 ,Yt), ml(y = f(y,t) 


因为 | ml) dy = 0, 由 归纳 假设 知 


取 7(t) 是 一 个 CX(R) 函数 , 其 支 集 在 K 的 第 n++1 个 坐标 对 应 的 边 上 , 并 且 满 足 
/ T(t)dt = 1. 考虑 差 f(y,t) 一 T(t)m(y). 该 函数 关于 t 在 及 上 的 积分 为 霉 , 于 


是 函数 


引 理 得 证 . 


存在 一 个 (n 一 1)_ 微 分 形式 w, 使 得 z 一 = dw, suppwC 天 . 由 Green 公式 知 
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定理 4.1.1 当 WW 靠近 yo 时 , deg (0 1, yo) = deg (0 12, Y1). 
证 了 明 ”因为 当 yi 充分 靠近 yo 时 , 关于 yo 是 可 取 的 任意 j 也 是 关于 人 可 取 
的 , 所 以 


deg (9, (2, V1 ) 一 |ues 一 deg (9, 1/， yo). 


定理 得 证 . 

该 定理 说 明 , 在 R"\p(88) 的 任 一 连通 分 支 C 上 ， 亡 照 上 述 方式 定义 的 度 是 一 
个 常数. 有 时 也 与 成 deg (9, f, OO). 

定理 4.1.2 假设 yo 是 9 的 一 个 正则 值 , 则 d($, f2, yo) = deg (9, 人 [2,Yyo). 因为 
任意 的 yo 4 9([2) 都 是 $ 的 正则 值 , 所 以 deg (9, 人 ,yo0) = 0,V yo ¢ 9(12). 

证 阴 令 f1(yo) = {x1,… ,zk}, 则 存在 互 不 相交 的 zi 的 领域 N;, 在 每 一 个 


Ni 上 9 是 1 一 1 的 ,集合 N= 门 $(NVi) 是 yo 的 一 个 领域 . 设 是 可 取 的 , 且 文集 


为 了 利用 代数 方法 定义 临界 什 处 的 拓扑 度 (Brouwer 度 )， 下 而 要 下 中 下 看 的 
Sard 定理 . 


定理 4.1.3 (Sard 定理 ) 假设 下 :1 一 开 "” 是 C 的, 那么 下 的 临界 值 的 集 
合 是 民 ” 中 的 一 个 寒 测 集 . 
证 明 ”只 要 在 一 个 边 长 为 1 的 闭 立 方 体 Co C R" 上 考虑 下 联 正 够 了 . 将 这 
个 立方 体 分 成 N" 等 份 , 当 z, zo 同属 于 一 个 小 立方 体 C 时 , 吏 有 


如 果 zo 是 一 个 临界 点 , 则 det 个) ~ 0. 于 是 C 的 像 落 在 某 个 柱 体内 , 这 


六 (M 是 某 一 正常 数 )， 


高 不 超过 。 ( 广 ). 因 因此 该 柱 体 的 测度 不 超过 。 六) 从 而 C 的 像 的 测度 不 超过 


个 柱 体 的 底 属于 n - 1 维 空间 , 底 的 面积 不 超过 M ( 
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9 ( 喜 )- 因为 包含 的 临界 点 的 小 立方 体 最 多 有 N" 个 , 所 以 包含 的 临界 
的 所 有 小 立方 体 在 FP 下 的 像 的 测度 不 超过 N"o ( 二 )， 进而 推 知 玉 的 临界 值 的 


集合 的 测度 不 超过 Nno ( 志 1 二 一 0 ( 当 NWN 一 oo 时 ). 因而 严 的 临界 值 的 集合 是 


等 测 集 . 证 毕 . 

现在 利用 代数 方法 定义 临界 值 处 的 拓扑 度 (Brouwer 度 ). 假设 yo € R"\$(908) 
是 4 的 一 个 临界 值 , 那么 存在 一 个 包含 皮 yo 的 连通 分 支 CC R"\ $(08). 表面 已 
经 说 明 (定理 4.1.1)， 在 C 上 拓扑 度 deg (0 (2,Y) 是 稼 数 , 记 为 deg (四 0,C). 根据 
Sard 定理 , 存在 正则 信 y* € C. 再 由 定理 4.1.2， 


deg (¢$, (2, yo) = deg (9, 1,C) = deg (9, 1,Y°) = d(9, 1,y"). 


4.1.2 ”基本 性 质 


定理 4.1.4 ( 同 伦 不 变性 ) 考虑 单 参 数 族 映射 p(T) : 82 x [0,1] 一 > R". 假设 
gt(T) 在 82 x [0,1] 上 是 连续 的 , 并 且 对 于 每 一 个 te [0,1], 有 只 ()eC (2). 如 果 
对 于 所 有 的 te[0,1, 都 有 yo 和 办 (91), 那么 拓扑 度 deg (加 1 yo) 不 依 顿 于 t. 

证 明 ”显然 集合 D = {9i(7x) :zea6ptel01H} 是 团 的 , 不 包含 yo. 考虑 一 
个 可 取 的 六 它 的 支 集 包 含 在 yo 的 一 个 与 DD 不 相交 的 邻 域 内 , 那么 


deg (Pt, (2, Yo ) 一 [2 


容易 看 出 , 这 是 t 的 一 个 连续 函数 . 又 因为 deg (bt, (2, yo) 是 整数 , 故 不 依赖 于 t， 
即 是 常 值 . 证 毕 . 


证 明 ”由 于 4( ZN 以) 是 闲 的 ,并 且 w # (如), 故 在 与 (六 六 
0.) 不 相交 的 w 的 邻 域 N. 取 $ 的 一 个 正则 值 ye N, 则 有 


deg (9, 2, V0 ) 一 deg (9, 2, y); deg (9, (8, V0 ) 一 deg (9, (2 y)- 


根据 定理 4.1.2, 当 6-1(y) nn 8; = % 时 , deg (4$, 12;,y) = 0, 因而 deg (9, f2;, yo) =0. 
由 于 y 是 $ 的 正则 值 , 所 以 89-1(y) 最 多 与 有 限 个 六 相交 . 因此 集合 {deg (4$, 12;， 
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yo)}~， 中 至 多 有 有 限 多 个 数 不 为 零 
又 因为 y 是 $ 的 正则 值 , 再 次 利用 定理 4.1.2 有 deg(4$, PC, y) =d($, 1, y). 由 
于 f2; 互 不 相交 , 根据 正则 值 处 度 的 定义 易 知 ,deg (0 1, Yo) = > deg ($, 12;, Yo). 


证 毕 . 
定理 4.1.6 (切除 性 ) 假设 D 是 1 的 一 个 闭 子 集 , yo 4 9(D) Up(68), 则 


deg (9, 1/， V0 ) 一 deg (9, 2 \D, yo0)- 


证 明 令 人 = OND, 直接 利用 定理 4.1.5 即 可 . 
定理 4.1.7 (乘积 性 质 ) 假设 1 C Rn"， 0* C Rm 都 是 有 界 开 集 ,4$ : 一， 
R"，9* : 02* 一 R™, 并 且 9$ 和 Wr"* 分 别 在 yo ER” 和 咀 EE 了 有 RW 处 的 度 有 定义 . 则 


deg ($:90°, 1 x 1”, (yo,y0)) = deg (9, 1, yo)deg (9”, £2", yo0). 


证 明令 ,yx* 分 别 关 于 5 在 yo 点 , $* 在 人 淡 点 是 可 取 的 , 那么 ypy* 是 $9* 
在 (yo, 哎 ) 点 可 取 的 (n + m)- 微 分 形式 , 同时 


he up)olb6)= nos) rot 


注 4.1.1 (连续 映射 的 度 ) 我 们 可 以 把 度 的 定义 推广 到 连续 映射 $B. 设 jE 
CC) 取 iEC1i(Q)NC(f), 在 C(f) 中 9i 一 9$. 利用 定理 4.1.4 可 以 证 明 , 对 于 
任意 固定 的 yo 4 (00), 当 ii 很 大 时 度 deg (9i;, ,yo) 与 i 无 关 . 我 们 把 这 个 与 i 无 
关 的 数 定义 为 连续 映射 $ 在 Yo 处 的 Brouwer 度 deg (9, 人 ,yo). 对 于 这 样 定 义 的 连 
续 函 数 的 Brouwer 度 , 定理 4.1.4 至 定理 4.1.8 仍然 成 立 ， 

定理 4.1.9 (边界 性 质 ) 假设 小 : 900 一 ，R"\{yo} 是 一 个 给 定 的 连续 映射 . 
那么 , 对 于 的 任意 一 个 到 由 的 连续 延 拓 办 度 deg (8, 1, yo) 有 定义 且 不 依赖 
于 延 拓 方 式 亦 即 当 四, 加 : 人 2 一 > 民 ” 连续 , 且 在 62 上 $1 = po = 时， 有 
deg ($1, 1, yo) =deg ($2, 0, yo). 我 们 定义 上 述 值 为 deg (wf2, yo0). 

定理 4.1.10 (复合 映射 的 Leray 乘积 ) 假设 开 集 0,D C R" 都 是 有 界 开 集 . 
又 设 内 :1 一 Du :DDD 一 月 ”是 连续 映射 . 记 { Di! 是 D\9(0f) 的 所 有 连通 分 
支 , 那么 对 于 任意 给 定 的 z 4 (Wo9)(0 人 ), 有 


deg (yo 内 8,z) = 》 deg (办 Di) .deg (w, Di, z) 
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并 且 上 式 右 端 是 有 限 和 . 
证 明 ”利用 通 近 , 我 们 可 以 假设 内 wecCl 并且 z 是 光 o98 和 ww 的 正则 值 . 那 


yED, TE 
w(y)= p(T)=Y 

= 5 senlJy(Wldeg (6, 2 
yEDNY (zz) 


定理 得 证 . 
4.1.3 ”应 用 


从 度 的 定义 可 知 , 如 果 在 2 中 g(x) 关 y, 那么 度 deg (加 2, y) = 0. 反之 , 者 度 
deg (4 8 y) 关 0, 方程 Wz) = 在 82 中 有 解 . 

本 节 中 , 我 们 用 B 表示 R" 中 的 单位 球 ( 开 球 ). 

定理 4.1.11 若 4: B 一 RR" 满足 


$b(T)+ArTA0, VA>0, ZEOP 


则 方程 yz) = 二 0 在 B 内 有 解 . 
证 明 ”根据 假设 , 在 9B 上 yz) 关 0, 所 以 度 deg (9, B,0) 有 定义 . 构造 9 的 
同 伦 变 形 


pt (7) 一 to (7) 二 (1 一 tz, O<t<l1. 
由 假设 条 件 知 , 内 (z) 关 0, Vz € 9B, 于 是 
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deg (4, B, 0) = deg ($, B, 0) = deg (1, B, 0)=1. 


因此 dz) = 0 在 B 内 有 解 . 证 毕 . 

注 4.1.2 假设 对 任意 的 和 >0 和 zeE9B, 都 有 9(7) 关 和 7X, 那么 方程 9(7) =0 
在 BB 内 有 和 解 (只 要 把 上 面 的 方法 用 于 一 $ 即 可 ). 

定理 4.1.12 ( Brouwer 不 动 点 定理 ) 假设 FF: B 一 * R", Fe C(B), F(9B) C 

B, 则 所 至 少 有 一 个 不 动 点 , 即 存 在 T €E B, 满足 F(z) = 

证 阴 ”假设 对 所 有 的 ze 6B, 都 有 F(x) 六. 定义 (1) 一 x 一 了 (zx), 那么 在 
8B 上 g(xz) 关 0. 先 证 明 对 于 所 有 的 入 >0 和 ze 6B, 都 有 dz) 十 和 zx 关 0. 如 若 不 
然 , 则 存在 zx e 6B 和 和 > 0, 使 得 z 一 F(x) 十 和 zx = 0, 即 


FTZ) 一 (1 十 入 )Z. 


由 |F(x)| < 1 和 |z| = 1 知 , 入 = 0. 了 矛盾. 利用 定理 4.1.11 知 E(z) -zz=0 在 已 内 
有 解 ， 即 FP 在 B 内 有 不 动 护 . 证 毕 . 


(9(7), 2) (4.1.2) 


那么 $9 是 到 上 的 , 即 对 每 一 个 y ER", 方程 9(7T) 二 y 有 人 解 . 
证 明 “对 于 函数 9(z) 一 y, 式 (4.1.2) 仍然 成 立 , 因此 可 认为 y = 0. 于 是 存在 
R > 0 使 得 


(bz),Z) 0, viIz|=R. (4.1.3) 


如 果 在 |z| = RR 上 f(x) 冯 0 (否则 , 定理 得 证 ), 那么 由 式 (4.1.3) 知 
p(T)++ArTAO, VAZ0, Iz|= 
利用 定理 4.1.11 便 可 推 知 , (x) = 0 有 解 . 证 毕 . 
定理 4.1.14 (Borsuk) 设 人 是 及 * 中 包含 原点 且 关 于 原点 对 称 的 有 界 开 集 , 


 : 0 一 R"\{0} 是 连续 的 奇 映射 , 即 (一 z) = 一 (ZT). 那么 度 deg (w, [2,0) 是 奇 
数 . 
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由 度 的 定义 知 
deg (F, 12 0)=/ (0 fe)joF dz 
OF OW -ip 人 一 
因为 det (车 ) _det (r+ 2) 后 者 实际 上 是 一 个 ni x ni 的 行列 式 , 所 以 


deg (F, 1,0) = | fi(z1 + plz1 十 za) 户 (zajldet(T + po (zi 十 oa) 
R?1 J 民 m”2 


我 们 可 以 用 一 列 度 不 变 且 趋向 于 65- 函数 的 函数 来 代替 户 (zz), 然后 再 取 极 限 就 得 


4.2 Banach 空间 上 的 拓扑 度 (Leray-Schauder 度 ) 


4.2.1。 Schauder 不 动 点 定理 


我 们 希望 把 有 限 维 空间 上 的 度 理论 推广 到 无 穷 维 空间 , 特别 是 Banach 空间 . 
但 是 需 小 心 诬 慎 ， 比如 说 Brouwer 不 动 扩 定理 . Brouwer 不 动 点 定理 是 说 ， 把 及 ”中 
的 一 个 有 界 闭 凸 集 K 映 入 自身 的 连续 映射 至 少 有 一 个 不 动 点 . 然而 , 对 无 穷 维 空 
间 来 讲 这 个 结论 不 册 成 立 . 


例 令 X=L ( 满 正 > < oo 的 复数 序列 z = (7z1,… ,Xi,… ) 构成 的 空 


间 ), B 是 fo 中 的 单位 球 ， f(z) = = (V1 一 上 zll?2,zi,7z2,…) 是 B 到 B 的 映射 , 那么 f 
是 连续 的 、 没 有 不 动 点 . 事实 上 , 如 果 z = (zl ,zi,…) 是 f 的 一 个 不 动 氮 , 由 
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由 此 推 得 , zi = 0, x2 = 71,73 = 22,…, 即 xz = x2 =… = 二 0. 矛盾 . 

对 于 无 穷 维 情 形 , 为 了 保证 f 有 不 动 护 ， 只 要 求 f 连续 是 不 够 的 还 需要 列 紧 
性 . 

定义 4.2.1 设 针 是 Banach 空间 , ff C 针 . 连续 映射 f : 2 一、 义 称 为 是 紧 
的 , 如 果 对 人 2 的 任意 有 界 闭 子 集 82' C 1 集合 f( 人 2') 是 紧 的 . 

从 现在 开始 至 4.6 节 结 束 , X,Y 2Z 等 都 表示 Banach 空间 . 

定理 4.2.1 设 人 是 义 的 一 个 有 界 闭 子 集 . 那么 f: 1 一 和 是 紧 的 当 且 仅 
当 f 是 一 列 连 续 有 界 的 有 限 维 映射 ( 即 映 射 的 像 集 属于 一 个 有 限 维 空间 ) 的 一 致 极 
限 . 


证 了 明 ” 先 设 f 是 紧 的 . 那么 FO) 是 X 的 紧 子 集 . 给 定 es > 0, 存在 以 
T1,**, Tm(e) E 1 (2) 为 心 、 以 e 为 半径 的 有 限 个 球 Bi,… Bm(e) 被 新 f(f).， 叉 设 


(i) 是 从 属于 开 禾 盖 {B;}"<) 的 f(Q) 上 的 单位 分 解 , 即 


ml(e) 


Wily) 0 > wy)=1, vyef(n); Byily)=0, vy¢B: 
4 二 ] 


记 fe(7) 一 , Tm(e)} 的 西 包 ， 并 且 


如 打 wi(f(z)) > 0, 则 f(z) € Bi, 改 |z- jz)l <s: 由 此 推 知 f(z) 一 fe(z) <e 
大 于 z 一 致 成 立 . 显然 f.(z) 是 连续 有 和 界 的 有 限 维 映射 (每 一 个 fe 的 像 集 属于 由 
{Z1… , Tm(e)} 生成 的 子 空间 ). 

反之 , 如 果 访 是 连续 有 界 的 有 限 维 映射 且 一 > Ff 一致 成 立 , 那么 方 (2) 是 
一 个 有 限 维 空间 中 的 有 界 闭 集 . 对 任意 的 。 > 0, 在 该 有 限 维 空间 中 存在 f,(0) 的 
一 个 有 限 e- 网 (以 s 为 半径 的 有 限 覆 盖 ). 又 因为 f;: 一 ; f 是 一 致 的 , 所 以 存在 f(9) 
的 一 个 有 限 2e- 网 , 因此 集合 F(2) 是 紧 的 , 从 而 映射 f 是 紧 的 . 证 毕 . 

下 面 证 明 Brouwer 不 动 点 定理 的 类 似 结论 Schauder 不 动 点 定理 . 

定理 4.2.2 ( Schauder 不 动 点 定理 ) 假设 人 是 从 中 的 有 界 闭 凸 集 ， :81 一 
人 是 紧 的 , 则 在 8 上 有 不 动 点 . 

证 明 这 里 沿用 定理 4.2.1 的 证 明 过 程 中 的 记号 . 对 于 e > 0, 取 fe 是 按 上 
述 方式 (定理 4.2.1 的 证 明 过 程 ) 得 到 的 f 的 e- 逼近 , Ne 是 由 zi,- ) Tm(e) 生成 
的 子 空间 . 注意 到 人 是 凸 的 , zi ,zmeey € f(0), 故 f(0) 包含 在 A(O ) 
包 中 . 义 因 为 fe(8) 属于 {z1,… ,zm(e)} 的 凸 包 , z1,… ,zm(e) € (1) C 0, 所 以 
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fc : 8 一 NNe. 这 说 明 fc 把 N。 中 的 有 界 闭 山 集 NN。 上 映 入 目 映 . 利用 Brouwer 
不 动 点 定理 知 , fs 在 Qn N。 中 有 不 动 点 ze, 即 f(xe) = ze. 由 jze) e f(8) 以 及 
f(8) 的 紧 性 知 , 存在 {f(ze)} 的 子 序列 仍 记 为 它 自 喘 , 和 yo e f(f), 使 得 当 < 一 0 
时 ，f (zc) 一 > yo. 利用 ||fe(xe) 一 zs) 和 es 推 知 , 当 < 一 0 时 , fe(ze) 一 > yo， 即 
ze 一 yo. 再 利用 f 的 连续 性 可 得 f(yo) = yo, 故 yo 是 f 的 不 动 点 . 证 毕 . 

定理 4.2.3 (Schauder 不 动 点 定理 的 推广 ) 设 有 是 X 中 的 一 个 内 部 不 空 
的 有 界 闭 集 , f : 0 一 X 是 紧 的 . 记 [2° 是 的 内 部 . 如 果 存 在 册 E 1", 使 得 对 所 
有 的 入 >1 和 ze01?, 都 有 Jz) 一 包头 和 Xz 一 节 ), 那么 了 在 8 上 有 不 动 点 

证 明 不妨 认为 2° = f2, w= 0, 并 且 


f(z)A¥Mr, VAZ1,7EON. (4.2.1) 


我 们 仍 沿用 定理 4.2.1 的 证 明 过 程 中 的 记号 . 对 于 es > 0, 记 上 大 是 的 se- 
台 近 ，Ne 是 由 xz1,…, zm(e) 生成 的 子 空 间 , 2 = Qn Ne, 那么 098 = 98 nn Ne 


fe(f2) C Ne. 
自 先 证 明 :; 当 e < 之 1 时 ， 
fe(7) M7, VAZ1,7EON.. (4.2.2) 
用 反 证 法 . 假设 存在 < 一 0, Xe > 1 和 ze e 960., 满足 
je(ze) = Mexe. (4.2.3) 


因为 {f(ze)} 是 紧 的 , 而 且 fc 一 臻 逼近 f, 所 以 {f(ze)} 有 收 合 的 子 列 . 不 妨 认为 
万 (ze) 一 yO. 

”如果 A。 无 界 , 不 妨 认为 和 。 一 co. 那么 由 式 (4.2.3) 得 ze = fe(ze)/ 和 Ae 一 * 0. 由 
于 0€ 02°, ze € 908 C 060, 我们 得 到 一 个 矛盾 , 因而 Xe 有 者 . 不 妨 假充 Ae 一 > 和 0， 
那么 Xo > 1. 于 是 由 式 (4.2.3) 又 得 


把 式 (4.2.3) 改写 成 
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fe(zx,t) #0, Vvtel0,1), ze on.. 
利用 Brouwer 度 的 同 论 不 变性 得 deg( fe(.， 1), 0 0) 0. 故 存在 Te, € 02. 使 得 


需要 最 后 一 步 的 证 明 我 们 把 它 放 在 这 里 的 目的 是 为 了 进一步 强调 一 致 过 近 方 法 
的 应 用 . 


4.2.2 Leray-Schauder 度 


假设 9 Cc X 是 有 界 开 集 , K : 1 一 X 是 紧 的 , $ = 了 一 K, yo 4 9(89). 我 们 厦 
望 定 义 度 deg (4, 12， yo)， 使 之 具有 有 限 维 空间 上 的 Brouwer 度 的 性 质 . 首先 注意 , 如 
果 5 是 一 个 有 界 闭 集 , 则 %(5) = (I 一 KK)(5) 是 闭 的 . 事实 上 , 设 rn e 5, bzn) 一 9 
即 zw Kzn 一 y. 因为 K 是 紧 的 , 故 存在 {z,}”， 的 收敛 子 列 仍 记 为 {x 
使 得 Kzxn 一 > z. 于 是 zm 一 y+z:=zTE€ES 且 xz-Kzr=y,BBy= (7r) € 9(S ). 

因此 4682) 是 财 的 , 所 以 当 yo 4 (808) 时 , d (yo,$(08))=5>0, 取 0<e< 
6/2，K。 是 KK 的 一 个 e- 晕 近 , K。 的 像 集 属于 有 限 维 空间 Ne 3 yo, 那么 p(x) = 

一 .7 关 W 在 00? 上 成 立 . 考虑 映射 


be|N mnP 。 八 - [1l 人 一 人 


那么 度 deg (ye, Ne ml,yo) 有 定义 . 我 们 将 证 明 这 个 度 不 依赖 于 这 样 的 s(0<e< 
6/2). 事实 上 , 对 任意 的 0 < sl sz < 6/2, 设 K。， 和 K。, 的 像 集 分 别 属于 有 限 维 空 
由 Ne 和 N。,. 我 们 定义 


pe = toei 十 (1 t)9e, 二 了 一 tKe, 十 (1 t) Ke,] 


Nn 二 1) 


那么 Pz (7) 天 yo， VTE OWN. 取 M = Ne 四 (Ne, \Vei ) = Ne, ©® (Ne \Ne,), 则 有 


由 同 伦 不 变性 , deg (9¢, M Nn 8,yo) = deg (9+, MN ,vyo), 即 


ynp oN 


deg (9e, Ne 入 12, 70) = 0. 


把 上 节 中 的 有 限 维 空间 上 的 Brouwer 度 用 于 有 限 维 晕 近 $。, 关于 Brouwer 度 
的 结论 对 于 $ 的 Leray-Schauder 度 仍然 成 立 (参见 定理 4.2.2 和 4.2.3 的 证 明 ). 
特别 地 ,定理 4.1.1, 定理 4.1.4~~4.1.6 和 定理 4.1.10, 4.1.14 都 成 立 . 另外 ,只 要 
和 =T-0g:00 一 X 是 紧 映 射 , yo 4 9(00), 那么 度 deg ($, 人 ,yo) 不 依赖 于 9 在 
f 的 内 部 的 值 . 于 是 有 

定理 4.2.4 ”拓扑 度 deg ($, 0,yo) 仅 依赖 于 :O00 一 X\{yo} 的 同 伦 类 , 这 里 
的 同 伦 是 由 形 如 内 (z) = 二 7 一 Ki(7) (0 二 t<1) 的 映射 构成 , 其 中 Ki :01 x 10,1 一， 
X 是 紧 的 . 


4.3 隐 函 数 定 理 


隐 函 数 定理 是 分 析 学 中 的 一 个 重要 结论 , 是 研究 非 线 性 方程 解 的 存在 唯一 性 的 
重要 工具 . 隐 函 数 定理 有 多 种 表述 形式 , 本 节 给 出 其 中 的 两 种 常用 形式 . 

定理 4.3.1 ( 隐 兄 数 定 理 ) ”假设 UCXxY 是 开 集 , f :U 一 2Z 连续 . 又 设 f 
关于 工 的 Fréchet 导数 廊 (z,y) 存在 且 在 U 内 连续 , (zo,yo) EU, f(zo,yo) = 0. 如 
果 A= fz(zo， yo) 是 X 到 2 上 的 同 构 , 则 有 


(2) 如 果 又 有 f E01, 则 wwE€EC', 并且 


uy(y) = —[fr (u(y), 9 fy(v(y),Y); 


(3) 更 进一步 , 如 果 f EC?,p>1, 则 wv€C7. 
证 了 明 ” 先 证 结论 (1). 不 妨 认 为 zo = 0, yo = 0. 方程 f(x,Yy) _ 0 可 以 写成 


或 者 


. 122 . 第 4 章 拓扑 度 和 分 文理 论 


我 们 将 证 明 : 对 于 适当 选取 的 "6 > 0, 和 每 一 个 固定 的 y e B..(0), 映射 g(7x,y): 
Bs(0) 一 * Bs(0) 是 严格 压缩 映射 . 这 样 对 每 一 个 y € B.(0), 都 仔 在 唯一 的 x := 


u(y) € Bs(0), 满足 g(u(y),y) = u(y), 即 f(u(y),y) = 0. 
取 se > 0, 使 oA-! < 1/2 (由 Banach 逆 算 子 定理 知 , A-! 存在 且 有 界 ). 我 


们 先 证 明 当 TX1,T2 Et Bs(0), V < B.(0) 时 ， 有 
|R(z1,Y) 一 Rez2y) 和 ellzal ~ x2l. 
事实 上 ， 


R(z1,Y) — R(t2,9) = 4zl -4za -zt 二 za 
一 A(zi 一 TZ2 ) 一 (/ fr(tr1 十 (1 一 上 )T2， Wat (ZX1 一 TZ2 ) 


一 (4 一 [ fr(tri + (1 —t)7,, yat (zl 一 Z2) 


一 / fzr(0, 0) — fr(tri + (1 —t)72, y)] dt(z1 一 22). 


因为 f(x,y) 连续 , 可 取 r+ 和 6 都 很 小 , 使 
fz(0,0) — for(z,W) <e, Vizll < 6, ls 
于 是 当 |lyl| < 7 时, 有 
|R(z1,Y) — R(x2, | < ellz1 — zx2ll 
lg(z1,y) — g(x2, WD < ellAT | :lz1 ~ x2ll < ;le — x2 (4.3.1) 


这 说 明 对 于 每 一 个 ye B.(0), 映射 g(:,y) 关于 ze Bs(0) 是 严格 压缩 的 . 
其 次 证 明 g(-,y) : Bs(0) 一 * Bs(0). 因为 g(0,0) =0 且 olz,y 在 (0,0) 尽 连 续 ， 
所 以 存在 7 > 0 使 得 不 等 式 (4.3.1) 成 立 , 并 且 


lg(0, WW < 0/2, Vy € B.(0). 
因此 


利用 压缩 映像 原理 知 , 对 每 一 个 ye B,(0), 唯一 存在 zx, 记 为 u(y), 使 
lu = zl <6, flu(y),y)=0. 
由 式 (4.3.1) 知 |， 当 Yi,Y2 人 B.(0) 时 ， 有 


| wy) u(y2)| 一 |g(u(y1); Y1) g(u(y2), y2) | 
< Jlg(u(y1),y1) — gCu(y2), vi) + llg(wu ly2), yi1) — glu(y2), y2) 
< 3|| u(yi) u(y2)|| 十 |g(wu(y2), Yi1 ) 一 g(u(y2), y2j 川 ， 
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即 
ua 一 yo) 川 和 29(uwy2) y1) — g9(u(y2), y2). 


由 此 得 w(y) 的 连续 性 . 
为 了 证 明 结 论 (2), 我 们 考虑 y+ Ay (这 里 ly 二 Asyll < 7). 因为 关于 yl| < 7 
连续 , 所 以 当 Ay— 0 时 


Au := u(y + Ay) — u(y)— 0. 


根据 f 的 可 做 性 , 当 ||Ayl| 适当 小 时 ， 


[|f (u(y + Ay),y + Ay) — fu(y),y) — fr(u(y), yA — fy(u(y), y)AY 
<e(llAvl| + ||AYy||). (4.3.2) 


由 于 
fl(ulyt+ Ay),y + Ay) = flu(y),y)= 0, 


利用 不 等 式 (4.3.2) 便 可 推 知 , 当 ||Ayl| 适当 小 时 ， 


[fou(y), yAv tt fy(u(y),y) Ay < c(iAvl| + AY||). (4.3.3) 


因为 当 y 一 0 时 , fz(wu(y),y) 一 * fz(0,0), 并 且 [ 产 (0,0)] 一 有 界 , 所 以 当 |lyl| 运 当 小 
时 , [fi(u(y),y)]-! 存在 也 有 界 . 这 样 由 不 等 式 (4.3.3) 便 推出 


Av + [fz(uly), DD) fy(uly), AY < CelllAvll + Avy)l). 
令 v= [fz(w(), 胃 所 (wu(9),, 我 们 有 
IlAs + vAYyll < Cel(llAyl| + Av + vAYl + lvAY)). 
取 适当 小 , 使 Ce < 5, 则 有 


IAwu + vAyl| < 2Ce(l|Ayll + llvAYl) < CiellAyll. 


这 说 明 wu(y) 在 y 所 可 导 , 并 且 有 
uy(y) = -v= [fr(u(y), 9 fy(u(y), 9). (4.3.4) 


因为 fe 01, 所 以 式 (4.3.4) 的 右 端 关于 y 是 连续 的 , 故 ve C1. 如 果 fe C”， 
那么 式 (4.3.4) 的 右 端 是 Cl 的 , 因此 ve C2. 用 归纳 法 可 证 结论 (3). 证 毕 . 
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推论 4.3.1 假设 f 是 C? 映射 , p > 1, ro EX, 把 zo 的 邻 域 映 入 厂 oo== 
f(zo0), 并 且 fi(zo0) 是 到 了 上 的 同 构 . 那么 存在 球 Bi(yo), 使 得 对 每 个 y € Br(yo)， 
方程 
f(7)=Y 


有 唯一 解 Z 二 u(y) E C?, 且 满 足 zo = u(yo). 

定理 4.3.2 ( 单 值 性 ) 假设 f:XX 一 ;*Y 是 01 的 , 对 每 一 个 xE XX, 映射 f-1(7z) 
存在 且 范 数 一 致 有 界 . 那么 f 是 外 到 YY 上 的 一 个 同 胚 . 

证 明 ”因为 对 每 一 个 ze XX, 映射 f-1(xz) 存在 , 所 以 f : X 一 f(X) 是 可 逆 
的 . 又 因为 fe 01, 故 f 是 XX 到 f(X) 上 的 一 个 同 胚 . 为 证 定理 的 结论 , 只 需 证 明 
f(X)=Y. 

假设 yi = f(7i), 1 = 1,2, 那么 


y2 — Yi = f(x2)— f(r1) = jz (元 )Z2 — ZX1). 
由 于 1(z) 存在 且 范 数 一 致 有 界 , 从 上 式 推 得 
lza — zill < Cllyz — Yi), (4.3.5) 


其 中 C = supyex fj 1(z) 川 . 我 们 断言 , 对 于 任意 的 ye Y\f(X), 存在 e= el(y) > 0， 
使 得 B.(y) 咯 ff(X) = gg. 这 说 明 f(X) 是 闭 集 . 

用 反 证 法 证 明 上 面 的 断言 . 假设 存在 y, € Bin(y) 阁 f(X) 以 及 zn EX, 满足 
f(zn) = yn. 那么 , yn 一 > y. 利用 式 (4.3.5) 又 知 


[zn — Tmll < Cllyn — ymll, 


这 说 明 {zn} _, 是 久 中 的 基本 列 . 所 以 存在 zx EX, 使 得 zw 一 * x. 在 f(xn) = yn 
中 令 n 一 ; co, 根据 f 的 连续 性 便 得 f(x) = y. 此 与 yg& f(X) 矛盾. 

对 每 一 个 ye f(X), 根据 隐 函 数 定 理 , 存在 7 = r(y) > 0, 使 得 B(y) C f(X). 
这 说 明 f(XX) 是 开 集 , 进而 推出 f(X) 是 全 空间 , 即 Y. 定理 得 证 . 

对 于 一 个 给 定 的 算 子 4, 我 们 分 别 用 .Y(4) 和 多 (4A) 表示 A 的 核 空间 ( 零 空 
闻 ) 和 值 域 . 有 时 又 分 别 简写 成 XA 和 多 A. 经 常用 到 的 隐 函 数 定 理 是 下 面 的 形 
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(3) NH fz(0,0) = Xi 在 和 内 有 闭 的 补 空间 , 即 XX = Xi Xz 
那么 存在 6,7 >0, 当 ||zill 和 6 (zeXi) 以 及 | 和 r (yeEyY) 时 , 方程 


这 说 明 万"0,0,0)lx = fz,(0,0,0) : Xs 一 Z. 因为 亡 (0,0,0)lx 是 Xo 到 2 上 的 
同 构 , 所 以 廊 . (0,0,0) 是 Xo 到 Z 上 的 同 构 . 定义 


C(Z2， y) 一 f (71, 2,， y) 一 f (71 十 TX2， y); 


它 是 从 Xs xY 的 原点 的 邻 域 到 2 的 映射 . 运用 隐 函 数 定理 于 映射 G(z2, 防 知 , 定 
理 的 结论 成 立 . 证 毕 . 


4.4 ”孤立 解 处 的 度 一 一 不 动 扩 指数 


设 0 C 对 是 有 界 开 集 , $5 : 一， X, 在 02 上 9 关 0, pe C1i(f), 并 且 算 
子 K := I-y 是 紧 的 . 假设 zo € 8 是 $= 0 的 一 个 孤立 解 , 且 4 = 几 (zo) 是 
可 逆 的 . 取 s > 0 很 小 , 使 得 在 Be(zo) 内 方程 $ = 0 只 有 一 个 解 zo. 由 引 理 
1.1.1 知 , 了 = K'(zo) 是 紧 的 . 根据 切除 性 质 , 存在 so > 0, 当 0 < se < so 时 度 
deg ($, Be(zo),0) 与 e 无关. 这 个 常数 就 称 为 $ 在 点 zo 处 的 指数 或 零 扩 指数 , 也 称 
为 I 一 9 在 不 动 上 zo 处 的 不 动 点 指数 , 通常 记 为 index (I 一 内 zx0). 

令 {A} 是 TT 的 所 有 大 于 1 的 特征 值 的 集合 . 由 于 I 一 T= A 是 可 逆 的 , 故 1 
不 是 了 的 特征 值 . 设 入 是 了 的 一 个 大 于 1 的 特征 值 , 即 4 的 一 个 负 特 征 值 , m、 
是 入 的 代数 重 数 : 


ma = dim (UL NAT—T) 站 


由 Riesz-Schauder 关于 线性 紧 算 子 的 结论 知 , m、 是 有 限 数 . 又 因为 了 是 紧 算 子 ， 


所 以 了 的 大 于 1 的 特征 值 最 多 有 有 限 个 . 
定理 4.4.1 (Leray-Schauder 定理 ) 在 上 述 条 件 下 ， 


index (T 一 ¢$, 70) = deg (¢, Be(70),0) = (-1)2， B= Dm 


入 >1 
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证 明 ”可 设 zo = 0. 利用 K 与 了 之 间 的 同 伦 变形 >K(tz), 0 <t< 1, 可 以 
证 明 . 
deg (IT — K,B.,0) = deg (I —T, Be,0), 
这 里 B。 = B.(0). 记 了 的 大 于 1 的 特征 值 为 Ai ,和 Xx, 而 XI 为 和 ,和 x 对 应 


的 特征 向 量 生成 的 子 空 间 . 分 解 X = Xi @ Xo, 那么 X; 在 了 的 作用 下 是 不 变 的 . 
利用 度 的 磁 积 定理 得 


deg (IT 一 了 Be,0) = deg ((T —T)|x,, Be N Xi1,0). 


简 记 X; 的 代数 重 数 为 m;. 再 分 解 Xi = DX 其 中 Xi 是 和 A; 对 应 的 特征 子 空 


间 , 其 维 数 是 mi;. 那么 限制 在 X: 上 ,了 一 了 与 -个 以 1 一 入 为 特征 根 的 mi 阶 约 当 
矩阵 相对 应 , 因此 deg ((I 一 了 T)|x;, Be NXi,0) = (-1)™. 由 于 (一 T)| 可 以 写成 


(IT—-T)|x, = (TT)|x: x x (IT— Tx 


根据 度 的 乘积 定理 便 可 推 得 


k 
deg ((I —T)|xi, Be N X1,0)=| | deg ((T —T)|x;, BeN X1,0) 


1 


定理 得 证 . 
从 上 面 的 证 明 可 以 看 出 , index (IT 一 由 zo) = deg (1 一 V(xo), Be,0), 所 以 后 者 不 
依赖 于 (0, eo] 中 的 e. 因此 , 又 可 以 把 它 写 成 index (了 一 几 (zo),0). 


4.5 分 文理 论 


考虑 方程 
f(z, 入 ) 二 0， 
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其 中 f 依赖 于 参数 入 (可 以 是 单 参数 也 可 以 是 多 参数 ). 有 时 候 , 当 参 数 入 变化 时 
会 出 现 一 艇 “好 ” 解 z( 和 ). 这 簇 解 会 在 和 的 某 个 临界 值 A。 处 消失 , 或 者 分 成 几 文 . 
这 种 现 稼 吏 称 为 分 文 . 


本 节 的 目的 是 研究 解 的 分 支 . 我 们 总 假设 Fe C?, p > 1, 并 且 f 在 后 (zo, Xo) 
处 是 Fredholm 型 的 , 即 


(4.5.1) 


AN fir(zo, 和 0) = Xi 是 有 限 维 的 , 维 数 记 为 qd， 
级 f(zo0, 和 0) = 于 是 财 的 , 余 维 数 有 限 . 


4.5.1 Lyayunov-Schmidt 过 程 


设 X,A,Y 是 三 个 Banach 空间 , A 看 作 参 数 空间 , (zo, Xo) E XxA, f(x, 入 是 
从 (zo, Xo) 的 邻 域 到 YY 的 一 个 C? 映射 (p > 1), 满足 f(zo, Xo) = 0. 我 们 研究 方程 
f(z, 入 ) = 0 在 点 (xo, 和 o) 附近 的 解 . 

不 妨 假设 (zo, Xo) = (0,0). 分 解 X= Xi1@X2,Y = 7 @, 其 中 dimy2 < or. 
记 @ 是 到 页 上 的 投影 , 把 Q 和 了 一 @ 作用 于 f(x, 入 ) = 0, 就 得 到 等 价 的 方程 组 


Q f(r,N)=0, (7T—Q)f(z7,AA)=0. 


利用 分 解 X = Xi @ Xo 易 知 , f5(0,0,0) = f;,(0,0,0) @ 所 ,(0,0,0). 把 定理 4.3.3 用 
于 映射 


Qf (ri 十 To 和) : XI x (X2 x A)— i, 
就 得 到 方程 
Qf(T1+7z2,A)=0 
在 0 扩 附 近 的 唯一 解 TL2 一 U(X1, 入 ). 由 此 知 ， Z1 十 U(X1, 入 ) 是 方程 f(z, 入 ) 二 0 的 解 
当 且 仅 当 
(T— Q@)f(ri+u(ri, A\),A)=0. (4.5.2) 


为 (I - Q) 的 值 域 是 有 限 维 的 , 方程 (4.5.2) 就 称 为 分 支 方程 , 它 是 由 有 限 个 方程 
式 构 成 的 方程 组 . 如 果 参 数 空间 4 也 是 有 限 维 的 , 那么 研究 方程 f(x, 入) = 0 的 解 
就 转化 为 研究 具有 有 限 个 未 知 函 数 的 有 限 方程 组 . 


4.5.2 ”Morse 引 理 


我 们 只 叙述 并 证 明 广 义 Morse 引 理 . 在 下 面 的 广义 Morse 引 理 中 , 如 果 下 不 
依赖 于 y, 取 zx(y) = 0 即 是 经 典 的 Morse 引 理 . 
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引 理 4.5.1 (广义 Morse 引 理 ) 设 ZER4 yeER*, 实 函数 F(zx,y) € 0?, p>2, 
并 且 满 足 (0,0) = 0,，Q@ := Fzz(0,0) 非 退 化 . 那么 在 原点 的 邻 域内 存在 一 个 Cz 
函数 ZT(y), 满足 7(0) = 二 0 和 


F(z(y),y) = 0, (4.5.3) 


的 形式 , 使 得 


1 


F(z,y) = F(z(y),y) + 5(Q(Yy)E,£), 其 中 QU) = Forslz=z(y) (4.5.4) 


证 明 “由 隐 范 数 定 理 得 问题 (4.5.3) 的 解 z(y) 的 存在 性 . 如 果 用 xz 一 zx(y) 代 
替 z, 可 以 认为 zx(y) = 0, 即 (0,y) =0 在 y=0 的 邻 域内 成 立 . 

我 们 期 望 找到 一 个 形 如 £ = Rz 的 &, 使 得 式 (4.5.4) 成 立 , 其 中 R= R(x,y) 是 
一 个 d 阶 方 阵 , 满足 R(0,y) = 工 . 记 R* 是 R 的 转 置 失 阵 , 那么 式 (4.5.4) 成 立 当 且 
仅 当 


利用 


一 rz(T,Y)T -| t(Frz (tz, y)7, 2)dt 


1 1 
0 dt 0 


1 1 
=/ (Fzz (tz, Y)7, Z)dt -|/ t(Frz (tr,Yy)7, x)dt 
0 z 0 


这 里 B(z,y) =2 / (1 下 Fos(tz,y)dt. 由 于 B(z,y) 是 一 个 对 称 和 矩阵 , 我 们 希望 找 
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RQ(WR= B(z,y), R(0,y)=I. (4.5.5) 


我 们 将 利用 隐 函 数 定理 来 求解 问题 (4.5.5). 因为 在 z = 0 点 , B(0,y) = Q(y)， 
所 以 只 要 R(0,y) = 了 式 (4.5.5) 在 z=0 点 成 立 . 取 X 是 所 有 阶 和 矩阵 构成 的 子 
空间 , Z 是 所 有 d 阶 对 称 和 矩阵 构成 的 子 空间 , Y = Rd x 有 


f(R, x, y) = R*Q(YIR— B(x,y). 


显然 有 f : X xY 一 ; 2Z. 若 令 
R=I+P, GI(P,z,y)= (T+P)Q(y)(I+P)— B(r,Yy), 


那么 
G: XxY—2, G(0,0,0)=0, 


并 且 

GP(0,0,0): P— 忆 Q 二 OP 
是 X 一 2 的 满 射 . 事实 上 , 对 于 任意 的 8 e 2, 矩阵 已 = =Q-15 满足 P*Q+QP = 
5, 即 ZGp(0,0,0) = 2Z. 因为 X 是 有 限 维 的 , 所 以 .YGp(0,0,0) 在 和 中 有 闭 的 衬 
空间 . 利用 隐 范 数 定 理 4.3.3, 对 于 0 e .NGp(0,0,0), 存在 一 个 定义 在 (z,y) = (0, 0) 
的 邻 域内 的 C?-? 函数 P(lz,y) e X, 满足 P(0,0) = 0，G(P zx, y) = 0, 故 存在 
R(x,y) 满足 式 (4.5.5). 证 毕 . 


4.5.3 ”Morse 引 理 的 应 用 


d 阶 对 称 短 阵 yfzizi(0) 是 非 退 化 的 , 不 定 的 . (4.5.6) 


那么 在 原点 的 领域 内 ,方程 f(T) = 0 的 解 集合 由 一 个 顶点 在 原点 的 d 一 1 维 变 形 锥 
构成 . 特别 地 , 如 果 d 二 2, 则 解 集合 由 两 条 在 原点 交叉 的 C?。 类 曲线 构成 (如果 
p > 2, 这 两 条 曲线 在 原点 横 截 ). 如 果 W*fzizi(0) 是 定型 的 (正定 的 或 负 定 的 ) 那么 
T=0 定 方 程 f(x) =0 的 唯一 局 部 解 . 

证 明 在 4.5.1 节 我 们 已 经 说 明 , 方程 f(x) = 0 等 价 于 分 文 问题 


F(z1) 三 y* f(x1 十 Z2(Z1)) 二 0. 
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把 Morse 引 理 用 于 F(x1) 喇 可 得 所 要 的 结论 ， 事实 上 , 此 时 的 zi(y) = 0. 因为 fF(0) = 


(Friz (0)€, 3 一 (4.5.7) 


由 于 五 ,..,(0) = yf,z.(0) ( 见 下 面 的 结论 (b)), 而 y*fz1z.(0) 是 a 阶 非 退 化 的 不 
定型 矩阵 , 所 以 (五 ,sc, (0)é&,€) 是 非 退 化 的 不 定型 二 次 型 . 故 定 理 的 络 论 成 芯 . 

下 面 验 证 Morse 引 理 的 条 件 , 即 

(a) Fz (0) = 0， 

(b) Fazizi(0) = y* frizi (0). 
我 们 知道 , zz(zi) 是 方程 


Q 记 (0)(zi +z2(0)zi) = 0 
因为 f.(0)z1 = 0, 8 是 到 gf.(0) 的 投影 , 所 以 
fr(0)7x5(0)z1 = 0. 
注意 到 亡 (0) 是 XxX。 上 的 一 个 同 构 , x5(0)z1 € Xz, 故 有 zx5(0)zx1 = 0, 即 


x2(0) = 0. (4.5.8) 


利用 wy* fj (0) = 0 又 得 


定理 得 证 . 
注 4.5.1 当 d=2 时 ,由 Morse 引 理 及 式 (4.5.8) 可 以 推出 , 这 两 条 解 曲线 在 
原点 的 切线 都 落 在 平面 Xi 上 , 因此 切线 的 方向 满足 (fzizi(0)(v,v)) =0. 
事实 上 ， 
y*f (71 十 Z2(Z1 )) 一 0 秆 一 f(z1 十 T2(T1)) 二 0. 


在 zi = 0 处 求 导 可 知 , 在 原点 处 的 切线 (1, x5(0)) = (1,0) 满足 户 (0)(1 xz5(0))7 = 0， 


y* (fzizi (0)(é(z1), €(71))) = 
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( 见 式 (4.5.7)) 以 及 ECZ1) 一 Z1 十 o(|z1|”), 便 可 推出 y* (frizi (0)(v, v)) = 0. 
下 面 假设 f(z, 入 ) e C?, p > 1,， f(z, 入 ) 把 点 (0, 和 No) EX x RR 的 某 个 邻 域 映 入 
Y, 并 且 满 足 


f (0, 和 0 ) = 一 0. 


定义 4.5.1 点 (0, Xo) 称 为 一 个 分 支点 , 如 果 (0, Ao) 的 任 一 邻 域 都 包含 方程 
f(z, 入 ) = 0 99 一 个 解 (Z, 和) 并 且 工 天 0. 
在 许多 问题 中 , f 满足 


F(0, 和 A) 三 0. (4.5.9) 


在 这 种 情况 下 , 利用 隐 函 数 定理 可 知 , 如 果 f,(0, ho) 是 到 Y 上 的 同 构 , 那么 后 
(0, Xo) 个 是 分 文 所 


(3) ¥1 := Ff,(0 入 0 ) 的 余 维 数 是 1: 

(4) fa (0, M0) € Yi, faz(0, MN)zo ¢ Yi. 
那么 点 (0, Xo) 是 一 个 分 支点 , 并 且 f(x, 入 ) = 0 的 解 集合 在 点 (0, 和 0o) 的 领域 内 由 两 
条 只 在 (0, Xo) 相交 的 C?-? 类 曲线 站, 了 构成 . 此 外 , 如 果 p > 2, 我 们 还 有 

六 在 (0, Xo) 点 与 入 轴 相 切 , 因此 可 用 入 参数 化 : 


(z(A)， 入 )， | 入 一 No < E. 
由 此 推出 z(Xo) = 7z'( 和 No0) = 0. I 可 用 变量 s 参数 化 : 
(sxo + xz2(s), A(s)), |s| <&, 


并 满足 Tz2(0) 一 炒 一 0， 入 (0O) 二 A0. 


X=XxR, fz,N)= (2), 
则 有 
f:(0) 一 fz(0, 0) 出 fs (0,0). 


由 条 件 (1) 和 (2) 知 , NY fa(0) 由 (zo,0) 和 (0,1) 张 成 ， 是 二 维 的 . 令 y* 了 0 是 零 
化 六 的 泛 函 , 我 们 断言 /2) 满足 定理 4.5.1 的 条 件 . 事实 上 , 只 要 验证 式 (4.5.6) 
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即 可 . 此 时 的 二 阶 矩 阵 是 


根据 条 件 (4) 知 


由 此 得 |Q; < 0, 所 以 Q 非 退 化 . 
利用 定理 4.5.1, 可 得 两 条 解 曲线 T 和 Ti. 假设 p > 3, 那么 Ti, TE C?-“, 且 
在 原点 横 截 . 由 附注 4.5.1 及 wr*f、、(0,0) = 0 推 知 , 有 一 条 解 曲线 在 原点 与 入 轴 相 
定理 4.5.3 设 f(x, 入) 是 一 个 C? 映射 , p > 2，f(0,0) = 0. 又 设 
(1) fs(0,0) = 0; 
(2) X1 = 二 .Nfz(0,0) 是 d 维 的 ; 
(3) 多 fz(0,0) = 于， 其 余 维 数 是 1; 
(4) faa.(0,0) € 六 
(5) 存在 To €E Xi, 使 得 f\z(0,0)zo 人 六， 
则 (0,0) 是 f 的 一 个 分 支点 . 进一步 , 若 分 解 


X1 = {aro} BX1, X={ar0} BXIODX .= PXOPXOPX. 


其 中 忆 , P! 和 已 分 别 是 到 {azo}, X/ 和 X 上 的 投影 . 那么 对 每 一 个 小 的 2 EX 
满足 Piz = 21 的 方程 f(x, 入 ) = 0 的 解 集 在 原点 的 附近 由 两 条 C?“ 类 曲线 构成 . 
同时 , 对 于 p > 3 和 每 个 固定 的 zi, 这 两 条 曲线 或 者 横 堆 相交， 或 者 看 起 来 像 双 曲 
线 的 两 支 . 

4.5.4 Krasnoselski 定理 


Krasnoselski 对 于 紧 算 子 给 出 了 分 支点 的 一 个 非常 一 般 的 元 分 条 件 . 假设 DD Cc 
X x R, f(z,A): D— X, 


f(x, 和 A)=27— (uo + 入)Tz + g(z, 入) 
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我 们 希望 确定 点 (0,0) 是 f(z, 入 ) = 0 的 分 支点 的 条 件 . 如 果 把 f(x, 和 )=0 写 


成 
(T — koT)z = Mz — g(z,A) 


的 形式 , 容易 看 出 (0, 0) 是 一 个 分 文 点 的 必要 条 件 是 (I 一 joT) 不 可 逆 , 或 者 说 1/po 
是 了 的 一 个 特征 值 . 事实 上 , 如 果 本 一 joT 可 逆 , 那么 方程 可 以 写成 
= (I — yoT)™ (MTz — g(z, N\)). 


对 右 病 作 估 计 可 知 , z(A) 三 0 是 它 的 局 部 唯一 解 . 
定理 4.5.4 (Krasnoselski) 假设 条 件 (a) 人 ~ (d) 成 立 . 如 果 ,1/po 是 了 的 一 个 
奇数 重 特征 值 , 则 (0,0) 是 f(z, 入) =0 的 一 个 分 支点 . 
证 阴 ”不 妨 认 为 xo。 > 0. 如 果 (0,0) 不 是 分 支点 , 则 存在 适当 小 的 s > 0 和 
6 > 0, 使 得 度 
deg (f(z,N), llzll < a,0), [IA < 4 


有 定义 且 不 依赖 于 入 同时 , 满足 f(x, 和 ) =0 和 |z| < e, | <56 的 (z, 入 ) 只 有 
z 二 0. 利用 定理 4.4.1 知 , 当 0<A 和 <5 时 . 


deg (f(z, XA1), lzl| < ,0) = (一 DPC 


其 中 B(A) 是 I 的 所 有 大 于 1/(Wo 十 入) 的 特征 值 的 重 数 之 和 . 对 于 <0 
有 
deg (f(z, M2), zl < ,0) = (一 DEC2 


因为 工 的 特征 值 是 离散 的 , 所 以 当 5 > 0 很 小 时 , 只 要 0 < IA 入 5, 数 1/(0o 十 入 
一 定 不 是 了 的 特征 值 . 因此 8( 和 1) 一 B(Xz) 等 于 1/po 的 重 数 , 是 奇数 . 于 是 


deg (f(z, A2); |z| < e,0) = —deg (f(z, A1), zl < e,0). 


此 与 deg (f(z, 入 ), jzl| < ,0) 不 依赖 于 的 事实 矛盾 . 证 毕 . 
4.5.5 ”Rabinowitz 定理 
定理 4.5.5 假设 GCXx 民 , /1:G 一 X 连续 , 并 且 可 以 写成 


(2) g9: G—X 是 非 线性 紧 算 子 | g(x,4) =olllzl 在 4 的 任 一 有 界 区 间 上 一 致 
成 立 ; 
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(3) (0, 10) EG, 10o 关 0, Wo 是 了 的 一 个 奇数 重 特征 值 . 
记 5 是 方程 f(x,1) = 二 0 在 G 内 的 所 有 非 平 凡 解 (z,1) (ZT 关 0) 构成 的 集合 的 闭 包 ， 
C 是 S 的 包含 点 (0, 10) 的 一 个 连通 分 支 . 那么 ， 

(al) C 在 G 中 是 非 紧 的 (在 G=XxR 了 的 情况 下 , C 是 无 界 的 )， 
或 者 

(b) C 包含 某 些 这 种 点 (0,14;), 其 中 17! 是 了 的 特征 值 , 并 且 属于 C 的 这 种 
点 只 有 有 限 多 个 . 进一步 还 有 , 在 这 些 由 中 重 数 是 奇数 (包括 Ho 在 内 ) 的 一 共有 
偶数 个 . 

为 证 定理 4.5.5, 我 们 先 证 明 下 面 的 引 理 . 

引 理 4.5.2 (Ize) 考虑 定理 4.5.5 中 的 f(z,W). 对 于 1 = jo 十 入 当 入 冯 0, | 
适当 小 时 , 1-! 不 是 全 的 特征 值 . 因此 数 


i_ = index (T — 1T,0) = deg (T—yT, llzl| <7, 0， 和 <0 
关于 适当 小 的 = 二 7( 和 ) 有 定义 且 不 依赖 于 7 和 入 (0<r< 之 1, 入 <0,|A| 之 1). 同 
样 , 数 

i+ = index (T — 1T,0) = deg (IT — wT,llzl| < 7,0), A>0 


有 定义 且 不 依赖 于 r = r() 之 1 和 0< 入 < 1. 对 于 固定 的 0<r 安 1, 在 
(0,0) EXXxR 及 点 的 邻 域内 考察 由 


证 阴 取 A0 > 0 充分 小 ， 使 得 人 的 特征 值 的 倒数 属于 区 间 /0 一 A0，H0 十 入 0 | 
的 只 有 yo. 于 是 [I 一 (jo 土 和 0)T]-! 存在 且 有 界 , 并 且 方 程 


1 一 (pot A)T)z — g(r, Kot A0)=0 (4.5.10) 


满足 zl| 和 1 的 解 只 有 zx = 0. 我 们 断言 , 对 于 充分 小 的 > > 0, 方程 H(zx, 入) = (0,0) 
没有 满足 llzl2 + 和 = 7"? 十 的 解 . 事实 上 ,如 果 (z, 和 ) 是 一 个 这 样 的 解 ， 那 
么 lz 本 -rr = 0, 即 |zll? =. 于 是 六 = 和 Xi, 即 入 = 土 X. 这 说 明 z 是 满足 
lz =7 之 1 的 方程 (4.5.10) 的 解 因此 z = 0. 矛盾 
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y= [1— (po+ NT — tg(z, Ho + A), 
rt = te) 一 r2) 十 (1 一 四 (3 一 X2) 


同上 , 度 deg (Hi(z, 入), zl 十 | 和 于 二 AM (0,0)) 有 定义 , 即 在 |x 十 | 和 AN? = 7 十 和 6 
上 方程 Hi(z, 入 ) = (0,0) 没有 解 , 所 以 这 个 上 度 不 依赖 于 t. 当 t=0 时 ， 


如 果 HO(z, 入 ) = (0,0), 则 入 = 土 Xo, z = 0. 这 说 明 方 程 HO(z, 入) = (0,0) 只 有 解 
(0, Xo) 和 (0, 一 和 A0). 然而 , H?(z, 入) 在 (0, 入) 处 的 Fréchet 导数 是 


DH®(0, AN)(z, NX) = ((T- (po + NT)z, 一 2AX) = | 


这 是 一 个 乘积 映射 , 它 在 和 = 和 0o 的 度 是 -i，( 因 为 1- (yo 十 和 0)T 的 度 是 i ,一 2 和 0 
的 度 是 一 1), 在 和 = -和 的 度 是 i (因为 了 - (no 一 和 0)T 的 度 是 i_，2No 的 度 是 
1). 因此 DH?(0, 入 (xz, 入) 的 度 之 和 为 i_ 一 i. 引 理 得 证 . 

定理 4.5.5 的 证 明 假设 C 在 G 内 是 紧 的 . 因为 紧 算 子 的 特征 什 只 可 能 以 0 
为 聚 点 , 所 以 下 的 任意 一 个 有 限 区 间 只 可 能 包含 有 限 多 个 了 的 特征 值 的 倒数 . 因此 
C 最 多 包含 有 限 多 个 (0, yj), 其 中 好 是 的 特征 值 , ; = 0,…,k. 设 fn 是 XxR 
中 包含 C 的 一 个 有 界 开 集 , 在 929 上 方程 f(z,n) = 0 没有 非 平 几 解 (zx, 内, zx # 0， 
日 8 不 包含 除 (0,pj) 之 外 的 点 (0,), 其 中 jy-! 是 工 的 特征 值 . 

对 于 7 > 0. 在 4 内 考虑 映射 


万 (ZN 一 (f(x, W), zl 一 7 : 2— XxR. 


由 于 在 92 上 方程 f(x, 4) = 0 没有 非 平凡 解 (zx, 1), z 关 0, 即 在 68 上 f(z,n)=0 
的 解 只 可 能 是 (0, 站, 故 f(z,1) = (0,0) 在 902 上 无 解 ,于 是 度 deg (f(z, 1), 1, (0,0)) 
有 定义 且 与 + 无关. 因为 当 > 适当 大 时 , f(z, 1) = (0,0) 在 8 内 无 解 , 所 以 度 


deg (fr(z, HW), 2, (0, 0)) 一 0， 当 > 1 时 ]. 


另 一 方面 , 当 r 适当 小 时 , 如 果 (z,p) € 8 是 f(z,p) = (0,0) 的 解 , 那么 llzl| = > 
适当 小 . 所 以 当 7 一 0+ 时 , y 靠近 于 某 个 1;, 了 = 0,1,…,k (在 不 然 , (T 一 AI 一 
有 界 , z = 0 是 方程 f(x,1) = 0 的 唯一 解 (局 部 ), 此 与 jlzl| = 7 > 0 矛盾 ). 注意 到 
所 在; 的 邻 域内 的 度 之 和 为 零 , 由 引 理 4.5.2 知 , 当 7 和 Xo 都 很 小 时 
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因为 i (7) = (一 1)mii_()), 其 中 mj 是 pj 的 重 数 , 所 以 满足 i4(j) 关 i_()) 的 jj 的 
重 数 只 可 能 是 奇数 . 再 由 式 (4.5.11), 这 样 的 py 只 能 有 偶数 个 . 证 毕 ， 


4.6 稳定 性 


非 线性 方程 f(z) = 0 的 一 个 解 zo, 可 以 看 成 发 展 方程 
一 


的 一 个 平衡 态 . 一 个 重要 问题 是 讨论 zo 的 稳定 性 . 对 zo 作 一 个 摄 动 zo 十 Azo, 考 
虑 急 人 问题 

t= f(rz), 7(0)= zo 十 AZzo 
的 解 . 假设 该 问题 是 适 定 的 , 即 解 的 存在 唯一 性 成 立 , 我 们 想 知 塌 这 个 解 z(t) 是 否 
满足 lim z(t) = zo. 通过 研究 线性 化 问题 , 往往 可 以 得 到 一 些 答案 . 在 zo 处 的 线 


一 OO 


性 化 问题 是 


Z 一 万 (zo)z. 

如 果 亡 (zo) 的 谱 都 位 于 左 半 平面 ( 即 实 部 小 于 零 ), 那么 当 t 一 co 时 , z(t) 一 zo 以 
指数 衰减 到 零 . 此 时 我 们 说 zo 是 线性 稳定 的 . 如 果 户 (zo) 的 谱 包 含 一 些 实 部 为 
正 的 点 , 则 称 zo 不 是 线性 稳定 的 . 本 节 研 究 由 定理 4.5.2 给 出 的 两 条 C?-? 类 解 
(分 支 解 ) 曲线 (z(s) = szo + zaz(s), A(s)) 和 (z = yp(o), 和 =o) 的 线性 稳定 性 , 其 
中 yp(0) = pp(0) = 0, 而 且 0 是 f.(0,0) 的 特征 值 . 按照 定义 , 我 们 只 需 研 究 算 子 
fz(z(s), 和 A(s)) 和 f(yp(o),o) 的 详 结 构 . 

根据 连续 性 , 一 般 而 言 当 |s| 之 1 或 者 Ilo| 之 1 时 , 算 子 户 (z(s),X(s)) 或 者 
fc(p(o),o) 有 一 个 特征 值 也 在 零 附 近 . 不 妨 假 设 除 了 这 个 特征 值 之 外 , 其 余 的 谱 都 
位 于 左 半 平面 (如 大 不 然 , 立即 可 得 其 不 稳定 性 ). 

定义 4.6.1 (Crandall-Rabinowitz) 设 T0,K 是 外 到 Y 的 有 界线 性 算 子 , 0 
称 为 To 的 一 个 K- 简单 特征 值 , 如 果 

(1) NH (To0 一 joK) 是 一 维 的 , 由 To 生成 ; 

(2) 图 (To 一 joK) 是 闭 的 , 余 维 数 是 1; 

(3) Kzo ¢ (To — noK ). 

推论 4.6.1 如 果 针 =Y,K= 了 ,To 是 线性 紧 算 子 , 那么 Mo 天 0 是 Tb 的 一 
个 I- 简单 特征 值 等 价 于 Hpo 是 To 的 一 个 简单 特征 值 . 

证 明 ” 先 设 uo 是 的 一 个 了 简单 特征 值 . 如 果 jo 不 是 却 的 一 个 简单 特征 
值 , 那么 存在 xz 4 fazo : a € 民 }, 满足 (T0 一 p07)*zx = 0, 即 (0-po7D)z € MN (To—po7). 
根据 定义 4.6.1 中 的 条 件 (1) 知 ，(Th 一 oT)z 关 0, 并 且 存 在 0 关 je. RR 使 得 
(To 一 joT)z = bzxo. 此 与 定义 4.6.1 中 的 条 件 (3) 巴 盾 . 
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反之 , 如 果 jo 是 TT 的 一 个 简单 特征 值 ( 记 zo 是 对 应 的 特征 问 量 ), 那么 定义 
4.6.1 中 的 条 件 (1) 是 显然 的 . 由 于 To 是 紧 算 子 , 故 多 (To 一 yoT) 是 财 的 . 又 因为 
To 一 joT 是 指数 为 零 的 Fredholm 算 子 , 而 且 dimn.Y(Tb 一 poD) =1, 所 以 (To-j07) 
的 余 维 数 是 1. 因此 定义 4.6.1 中 的 条 件 (2) 成 立 . 

再 证 明 zo 公家 (70 -wo07). 如 大 不 然 , 则 存在 zeX 满足 zo = (To 一 joT)z. 于 
是 (To 一 p01)’7z = (To — pol)zo = 0. 因为 zo #0, 所 以 zx 44 .AT po). 这 与 jw 
是 To 的 简单 特征 值 的 假设 相 矛 盾 . 故 定义 4.6.1 中 的 条 件 (3) 成 立 . 证 毕 . 

引 理 4.6.1 (Crandall-Rabinowitz) 设 Wo 是 7 的 一 个 K- 简单 特征 值 . 则 存 
在 5> 0, 当 | 人 一 而 | < 5 时 , T 有 唯一 的 K- 简单 特征 值 u(T) 满足 J(T0) = jio， 
对 应 的 特征 向 量 是 TZ(T) = Xo 十 XT2(T), 72(T) €E X2, 其 中 =spantzo} 四 2. 同时 
HAT) X(T) 是 唯一 的 , 关于 了 解析 . 

证 阴 ”不 妨 认 为 uo = 0. 对 于 z(T) = zo + 7z2(T), 5 


(T ~ p(T)K)z(T) =0. 


考虑 映射 下: (T,j,7z2) 一 ( 工 一 jwK)(zo 十 x2), 4 € 民 . 当 工 徘 近 To 时 , 我 们 期 

望 利用 隐 函 数 定 理 找 出 该 映射 的 一 个 零点 . 该 映射 在 T= ,jp = 0, za = 0 处 关 

于 /和 ze 的 Fréchet 导数 分 别 是 F(1o,0,0) = —KZo 和 请., (7To,0,0) = 了 TD. 志 
= ( 忆 ,, Fy, ) 上 To,0,0), 我 们 有 


f : 及 x 入 2 一 了 。 f(y, T2 ) 一 —MK ZTo 十 {oxo. 
因为 0 是 的 一 个 K 一 简单 特征 值 , 并 且 


KZzo g (To 一 WoK ) 一 (To) 一 0 从 2， 


ae 


是 满 单 射 , 并 且 Y 是 Y 的 闭 子 空间 (当然 是 Banach 空间 ). 事实 上 , 看 存在 k,n 


由 于 Kzo 4 ToX2, 故 y= ,从 而 Tho(zs 一 z2) = 0. 又 因为 x 一 72 € X2,XX = 

span{zo} 四 从 >， 所 以 Z2 = 72, 即 /是 1-1 的 . 显然 f 是 到 上 的 . 利用 天 zo ¢ ToX, 

以 及 TX = ToX 是 闭 的 , 可 以 推出 了 = {Kzo} @ ToXo 且 是 闭 的 . 
利用 隐 函 数 定理 知 , 在 To 的 邻 域内 , 存在 唯一 解析 函数 (j(T), z2(T)) 满 正 
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(T 一 u(T)K) (zo 十 rz2(T)) 一 0， u(To) 二 0， Z2(70 ) 一 0. 


为 了 完成 引 理 的 证 明 , 需要 验证 WU(T) 和 zo + xz2(T) 满足 定义 4.6.1 中 的 条 件 
(1)~(3)， 先 验证 条 件 (1) 和 (2)， 容易 看 出 , 当 了 靠近 且 很 小 时 ,TuK 
是 指数 为 零 的 Fredholm 算 子 ([20, 定理 4.6.7]). 因为 零 空间 的 维 数 是 上 半 连 续 的 ， 
所 以 

dim NH(T—uK)<1. 


我 们 已 经 知道 (T 一 p(T)K)(zo + zz(T)) = 0, 故 .NH(T 一 p(T)K) 是 一 维 的 , 且 由 
zo 十 Z2(T) 生成 . 又 因为 一 jy(T)K 是 指数 为 零 的 Fredholm 算 子 , 所 以 Z( 一 
1(T)K) 是 闭 的 、 余 维 数 是 1. 定义 4.6.1 中 的 条 件 (1) 和 (2) 成 立 . 

再 验证 定义 4.6.1 中 的 条 件 (3), 即 证 明 K(zo +zx2(T)) 4 多 (T 一 p(T)K). 事实 
上 , 假设 存在 


T=7(T)= aro+£o, a=a(T)€ER, 1, = £2(T) € Xo, 


使 得 KK(zo + z2(T)) = (T - p(T)K)z, 那么 


(T 一 To)z 一 u(T)KzZ 十 oz 三 K (zo 十 z2(T)). (4.6.1) 


不 妨 认为 |la(T)| < 1 (如 采 |a(T)| > 1, 就 用 z/|a(7T)| 代 蕉 原来 的 z). 问题 (4.6.1) 
可 以 等 价 地 与 成 


[072 一 au(T)KZTo 一 (To 一 7 )(Q2Z0 十 Xo ) 十 u(T')KZ» 十 K (zo 十 z2(T)). 


因为 上 式 左 端 作为 Xs。 x 及 上 的 线性 算 子 是 到 Y 上 的 同 构 , 于 是 当 工 一 艺 很 小 时 ， 
存在 不 依赖 于 了 的 常数 C 使 得 


| 地 | + lax (TD) < Ci = Tal + Nz2l) + lx(T)N zl + 11+ lz2(7). 


又 因为 当 TT 一 ;Th 时 , y(T) 一 > 0, z2(T) 一 > 0, 所 以 当 了 -有 很 小 时 ,对 应 的 jz。 
有 界 , 从 而 对 应 的 > 也 有 界 . 在 式 (4.6.1) 中 令 了 一 了 TD, 得 miz 一 Kxzo. 注意 到 
Tbz € To, 且 后 者 是 闭 的 , 因而 Kzo e Tb. 这 是 一 个 矛盾 . 引 理 得 证 . 

现在 回 到 由 定理 4.5.2 得 到 的 解 曲 线 . 把 引 理 4.6.1 用 于 Tb = f(0,0) 和 KK = 
fz(0,0) 知 , 0 是 f.(0,0) 的 K- 简 单 特征 值 . 简单 起 见 , 可 认为 K = I. 再 利用 
引 理 4.6.1 又 知 , 沿 着 分 支 曲 线 (z(s) = szo 十 xz2(s), 和 A(s)), 存在 唯一 的 As) 和 
w(s) = zo 十 $2(s) 都 属于 C2 一 , 使 得 


fs (z(s)， A(s))w(s) = J(s)w(s). 
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类 似 地 , 沿 看 另外 一 条 分 文 曲 线 (yp(o),o) 有 
fs (9(0), oju(o) = yo)u(o), u(o) = zo + Fj2(0), 7y(0) e 07? 


定理 4.6.1 (Crandall 一 Rabinowitz) 上 面 得 到 的 函数 y(s), 1(s) 和 入 (s) 满足 
Y(0) 隆 0, sA(s)Y(0) 和 Ms) 或 者 同时 为 零 ， 或 者 反 号 . 进一步 , 若 在 s= 0 的 附近 
(s 关 0) 有 jk(s) 天 0, 则 


1 SA(s)7 (0) _ 
5 一 0 p(s) 


证 明 ”在 分 文 曲 线 (z = yp(o), 和 =o) 上 ， 


—1]. 


p(0)=p (0)=0, fr(p(0),0)u(o) = Yo)u(o): 
上 面 的 第 二 个 式 子 关于 o 求 导 再 令 rc = 0 得 
frz(0,0)%p (0)u(0) + faz(0,0)u(0) + fr(0,0)u (0) = 7Y (0)u(0) + 7y(0)w (0). 
进而 推 知 (因为 w(0) = 0, 7(0) = 0) 
faz(0,0)u(0) 十 产 (0,0)u (0) = 7 (0)u(0). 


设 wr 关 0, wr EY* 是 零 化 多 f.(0,0) 的 泛 函 . 注意 到 wu(0) = zo, 用 y* 作用 于 上 式 
得 


(¥”, faz(0,0)7z0) = 7 (0)(y”, zo0). (4.6.2) 
因为 fz(0,0)zo 4 久 f.(0,0), 所 以 上 式 左 端 不 为 零 . 因此 
7Y (0) 天 0， (yy, zo) #0. 


在 男 一 条 分 文 曲 线 上 , 我 们 有 
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把 户 (z(s),X(s))，A(z(s), As)) 和 As)w(s) 在 s = 0 处 展 成 Taylor 级 数 并 代入 上 
式 , 便 可 推出 


fz(0,0)(£(s) — w(s)) + o(1)[Z(s) ~— w(s)) + faz(0, 0)z(0)sA(s) 
+fa(0， 0)sA(s)A(0) 十 o(1)sA(s) 十 上 LS)Zo + Wu(s)7z2(s) = 0, (4.6.5) 


这 里 利用 了 


fo(z(s), Ms)) = 户 (0,0)+ o(1), fA(0,0) =0 
f(z(s), A(s)) = f(0,0) + faz(0, 0)z(0)s + (0,0)A(0)s + o(1) 
= fhz(0, 0)z(0)s + AAA(0,0)X0)s + o(1). 


注意 到 
j(s) 一 w(s) = zo + j2(s) — (zo + j2(s8)) = za(s) — E2(s) € Xo, 
利用 f.(0,0) 在 X2 上 可 逆 且 逆 算 子 有 界 , 便 可 推出 
|z(s) — w(s)l < C(sA(s)| + lp(s))). (4.6.6) 
把 y* 作用 于 式 (4.6.5), 注意 到 
fa(0,0) €E Bfz(0,0), £2(0) = 0, fz(0,0)(z(s) 一 w(s)) < fo(0,0) 
以 及 (0) = zo (因为 yz(0) = 0), 我 们 有 


o(1)(y”*, Z(s) — w(s)) + sA(s)(y”*, faz(0, 0)zo0) 十 o(1)sA(s) 
+u(s)(y*, zo) + p(s)(Yy*, Z2(5) — £2(0)) = 0. 


根据 2(s) 一 2(0) = o(1) 及 式 (4.6.6) 推 得 


sA(s)(y*, faz(0,0)z0) + p(s)(y*, zo0) = o(1)(|sA(s)| + Iu(s))). 
再 运用 式 (4.6.2), 我 们 有 
[sA(s)7 (0) + p(s)](y”, zo0) = o(1)(|sA(s)| + |4(3)|). 


由 于 (y*, zo) 关 0,YyY(0) 关 0, 并 且 当 s 很 小 时 sA(s) 和 y(s) 都 很 小 , 所 以 当 s 小 时 ， 
sA(s)y(0) 与 ws) 或 者 同时 为 零 , 或 者 反 号 , 并 且 定 理 的 第 二 个 结论 成 立 . 证 毕 . 
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4.7 ”椭圆 型 方程 组 解 的 稳定 性 与 不 动 扣 指数 的 关系 
本 节 讨 论 一 般 形式 的 椭圆 型 方程 组 的 解 的 稳定 性 与 其 不 动 扩 指 数 的 关系 . 记 
u = (V1 ,Um)) f = (fi ,fm). 


假设 u* 是 边 值 问题 
的 一 fw) TEN, (4.7.1) 
Bu=0, TEON 
的 解 , 其 中 
Ldiag(L, ,Ln), B= diag(B1,... ,Bm), 
名 是 散 度 型 的 二 阶 一 至 梢 贺 算 子 ,系数 有 界 ,Bis = ai(z)ws + bc) 是 边界 算 


子 , ai(7), bi(z) > 0, ai(7) 十 bi(z) > 0. 如 果 问 题 (4.7.1) 在 这 处 的 线性 化 特征 信 问 
题 


(4.7.2) 


LV= Duf(w vti+A, TEN, 
BV=0, TEON 


的 所 有 特征 值 和 都 有 正 实 部 , 则 称 vu* 是 线性 稳定 的 . 否则 就 称 wu* 不 是 线性 稳定 
的 . 如 果 入 = 0 是 问题 (4.7.2) 的 特征 值 , 则 称 wu* 是 退化 的 . 否则 了 就 称 u* 是 非 退 
化 的 . 

利用 拓扑 度 方法 研究 问题 (4.7.1) 的 解 , 通常 是 把 它 等 价 地 转化 成 算 子 下 的 不 
动 点 问题 , 其 中 


= (M+2) (flu) + Mu), 


M > 0 适当 大 , 使 得 道 算 子 (M + .2) ”是 紧 的 . 
定理 4.7.1 如 果 ww 是 线性 稳定 的 , 那么 


index (大 )=1. 
证 明 对 于 t>0, 令 
HR = (M+t+ EE) Dfu)+ M]. 


容易 证 明 当 M 适当 大 时 , 和 具有 如 下 性 质 : 
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(1) 2 是 紧 的 ; 

(2) t 一 * . 冶 是 连续 的 ; 

(3) 按照 算 子 范 数 , 当 t 一 > co 时 , .一 > 0: 

(4) 对 于 每 一 个 上 > 0, 算 子 1 一 .有 是 可 逆 的 (因为 u* 是 线性 稳定 的 ). 
根据 性 质 (1), (2) 和 (4) 容易 看 出 , 指数 index (. 允 ,0) 不 依赖 t. 利用 性 质 (3) 又 知 ， 
当 t 充分 大 时 谱 半径 >( 36) < 1. 故 / 


index (0 ) = index (Du,F(w”),0) = index (36%,0) = index (3,0) = 1. 


下 面 证 明 性 质 (3). 性 质 (1), (2) 和 (4) 的 证 明 留 作 习 题 . 要 证 明 当 t 一 oo 
时 , 径 一 > 0, 即 证 明 | 和 | 一， 0. 因为 4 是 紧 算 子 , 要 证 的 结果 就 等 价 于 证 明 当 
一 oo 时 


sup {| 和 (四 | : A() 是 次 的 特征 值 } = 7(: 治 ) 一 0. 
假设 A(t) 是 . 冶 的 一 个 特征 值 , v 是 对 应 的 特征 函数 , 则 有 


(M+t+i+ EE)u= [Df (vw ) 十 AM. (4.7.3) 


先 证 明 存 在 Mo > 0, 当 M > Mo 时 , 问题 


(M+ 人 Eu=pDufw) + Mu, TEN;, Bu=0, TEON (4.7.4) 


的 所 有 特征 值 的 实 部 都 大 于 零 . 事实 上 , 设 / 是 问题 (4.7.4) 的 特征 值 , w = (wi,:…， 
um) 是 对 应 的 特征 函数 , 用 w 的 共 斩 去 乘 以 问题 (4.7.4) 中 的 方程 的 两 边 , 再 在 有 
上 积分 得 


uDuf(w)+M)u>0, vuz0. . (4.7.6) 
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分别 用 wR 和 wt 表示 函数 wx 的 实 部 和 虑 部 , 直接 计算 有 


I 
Re (zp Diuk ) 一 ur Diuf 十 ur Diul, 


Re (Diukp Djix) 一 Diuf Diuf 十 Diuk Dju 


利用 . 肥 的 一 臻 椭圆 性 条 件 易 证 , 当 M 充分 大 时 , 式 (4.7.7) 的 左 疾 大 于 零 (因为 
u 关 0). 再 结合 式 (4.7.6) 和 式 (4.7.7) 得 Re > 0. 
显然 问题 (4.7.4) 的 特征 值 与 问题 


(M+t+ 人 LE)u=7TDuf(v )+ Miu 


的 特征 值 之 间 成 立 等 价 关 系 : 7 = T(j,t) = jp 十 t. 故 当 tt 一 oo 时 , 对 于 问题 (4.7.4) 
的 任何 特征 值 y, 都 有 IT(j,t)| > t 一 > oo， 从 而 由 式 (4.7.3) 知 , 当 t 一 、oo 时 ， 
1 


XT = 1 有 [一 00, 即 AW) 一 0. 故 当 to0 时 ,7(36) 一 0. 定理 得 证 


4.8 应 ”用 


本 节 仅 以 带 有 非 均匀 环境 的 Holling-Tanner 捕食 模型 为 例 , 介绍 拓扑 度 方法 和 
稳定 性 的 简单 应 用 . 在 第 5 章 和 第 6 章 中 , 我 们 将 给 出 应 用 拓扑 度 方 法 和 稳定 性 的 
复杂 例子 . 


考虑 方程 组 的 Neumann 边 值 问题 
-Au 一 Xu 一 az bu, TEN, 
-Av= pw(1——) TEQ 481 
O O 2 和 
1 U 
Fy 一 By 二 0， TEON, 


其 中 系数 和 ,b 和 都 是 正常 数 , a(z) 是 2 上 的 非 负 连续 函数 . 我 们 只 讨论 在 ?上 
alz) > 0 的 和 情况. 
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本 节 对 于 qeE C(f2), 用 和 i(g) 表示 在 8 中 算 子 -A+d 市 有 齐 次 Neumann 边 
界 条 件 的 主 特征 值 . 由 特征 值 的 性 质 我 们 知道 , Xi(q) 关于 g 连续 且 严 格 递 增 , 即 当 
qi <q2 且 qi 关 gq2 时 ,有 


的 唯一 正解 (定理 3.4.5). 由 比较 原理 可 得 0 < w < wu*. 又 对 v 的 方程 应 用 定理 
B.1.6 可 得 


maxv < maxu, minv 之 minw. 
$2 (2 (2 (2 


因此 0 < v < maxn uv < |lu*l||w. 
首先 假定 a e C1(R). 由 椭圆 型 方程 的 正则 性 理论 知 , u,v € C2?(f). 设 w(zo) = 
minp 再 次 利用 定理 B.1.6 得 


入 一 al(Zzoju(zZo) 一 她 vlZzo) < 0. 


由 此 推出 


lallw mnu + bllvllo > 入 


把 的 方程 与 成 
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利用 定理 B.1.5 知 , 存在 正常 数 C、, 使 得 


maxv < CGC minw. 
(2 (2 


因此 


A 和 < llallw minu + bllv||oo 


<|llallo mnu + bllulloo 


< (llalle + 5CA)minu 


从 以 上 的 讨论 我 们 已 经 知道 , 对 任意 的 te [0,1], 问题 (4.8.2) 在 9O 上 没有 解 . 
记 


故 拓扑 度 deg(I -所 ,OO,0) 有 定义 且 与 te [0,1] 无 天. 
当 上 =0 时, 问题 (4.8.2) 成 为 


-Auv = 一 alz)w TEN, 
U 


_A 人 1 二 ml 一 一 )， ZTE 12 (4.8.3) 


4L 
Ou Ov 
ii TEON. 
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该 问题 有 唯一 正解 (vv) = (wvw*,v*), 其 中 w* = UM\, U* 是 边 值 问题 


下 面 证明 (w*,wv*) 作为 问题 (4.8.3) 的 解 是 线性 稳定 的 . 事实 上 , 问题 (4.8.3) 在 
(w*,w*) 处 的 线性 化 特征 值 问 题 是 


一 A = A ~ 2au’ V+ ny, T E (2 
0)* 1 本 < 
和风 二 AI 一 2 二 多 十 AT2 二 TIV，ZE 人 (4.8.4) 
Op Ov 
ed A 12 
-ey 0, TEO 


其 中 7 是 特征 仁 ，(w, 罗 ) 是 对 应 于 7 的 特征 函数 . 由 问题 (4.8.3) 中 的 第 一 式 知 ， 
Ai(au* 一 入 ) = 0. 如 采 gp 去 0, 从 问题 (4.8.4) 的 第 一 式 推 知 ， 


7 之 M1 (2au” 一 入 ) > Ai(au™ 一 入 ) 一 U. 


如 果 p = 0, 则 一 定 有 vw 去 0. 根据 问题 (4.8.3) 的 第 二 式 , 和 (4( 所 一 1)) =0. 再 从 
问题 (4.8.4) 的 第 二 式 又 推 知 ， 


>) > ) = 


加 之 7 > 0 成立, 因而 (wu*,v*) 是 线性 稳定 的 . 
利用 定理 4.7.1， 


从 而 deg (I 一 五 (-),O,0) = 1. 由 此 知 五 (:) 在 O 中 至 少 有 一 个 不 动 点 , 即 问题 
(4.8.1) 至 少 有 一 个 正解 . 

如 果 a(z) 仅 是 连续 函数 , 则 可 取 到 在 C(8) 中 收敛 于 a 的 C1 函数 列 {ai 
对 于 任意 的 i, 根据 前 面 的 讨论 可 以 得 到 a = a; 时 问题 (4.8.1) 的 正解 (woi), 并 且 
由 前 面 的 先 验 估计 知 , 存在 0 <m < M < co, 使 得 对 任意 的 i, 有 


m <ui, vi<M. 


故 对 任意 的 p > 1,， wu; 和 wi 在 W??(f) 中 有 界 . 因此 { (wi,vi)},_， 有 子 列 在 C1(f) 
中 收敛 到 某 个 (w,v), 并 且 (w,v) 是 问题 (4.8.1) 的 正解 . 证 毕 . 
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4.9 锥 上 的 拓扑 度 理论 


在 椭圆 型 方程 和 方程 组 的 齐 次 Dirichlet 边 值 问题 的 正解 的 研究 中 , 通常 需要 
限制 在 正 锥 上 来 讨论 . 这 就 需要 建立 锥 上 的 拓扑 度 理论 . 本 廊 自 先 在 锥 上 定义 拓扑 
度 , 而 后 给 出 锥 上 的 拓扑 度 和 不 动 氮 指数 的 计算 , 最 后 给 出 一 个 例子 . 


4.9.1 “抽象 理论 


定义 4.9.1 设 马 是 一 个 Banach 空间 , W CC 五 称 为 一 个 枢 , 如 果 W 是 一 个 
非 空 闻 凸 集 , 并 且 对 任意 有 > 0, 有 61 CW. 

容易 看 出 , 若 W 是 棉 , 并 且 WN (-W) = {0}, 则 W 是 EB 中 的 一 个 锥 . 设 
W CE 是 一 个 模 . 对 于 ye W, 定义 
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性 质 (6) 的 证 明 留 作 习题 证 毕 
定义 4.9.2 设 T:W, 一 ? W, 是 紧 线性 算 子 . 称 全 具有 a 性 质 , 如 果 存 在 
< (0,1) 和 we W,\ Sy, 使 得 岂 一 t+Tw € 5S,. 

定理 4.9.1 对 于 yeW,6>0, 记 Bl= WNBs(y). 假设 算 子 FF:Bi 一 W 
是 紧 的 , 并 且 Y 是 下 的 一 个 孤立 不 动 点 , 同时 下 在 点 Y 处 有 Fréchet 导数 FF(y). 
那么 F'(y) : 全 ,一 W,. 

证 明 ” 先 设 z € W,, 并 且 不 妨 认 为 ||zl| < 1. 则 存在 p : 0 < p < 6, 使 得 
y 十 二 € W 对 于 所 有 的 0 <t<p 成 立 . 显然 y 十 tr € B.. 按照 导 算 子 的 定义 , 我 


(4.9.1) 


因为 Fr(y) 是 紧 的 ， 所 以 有 : Wy 一 > Wy. 证 毕 . 
我 们 总 假 妇 
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由 此 推 知 W 是 EB 的 一 个 收缩 核 , 因而 可 以 在 攀 W 上 定义 拓扑 度 . 假设 2 是 W 
中 的 一 个 有 界 开 集 , FF : 0 一 W 是 紧 算 子 , yo 4 (T 一 下)(90), 其 中 了 工 是 恒 同 算 子 . 
我 们 可 以 在 W 上 定义 工 -下 在 点 vo 处 的 Leray-Schauder 度 degw(I 一 F, 0,vo). 
度 degw(I 一 ,02,yo) 关 0 强 含 方程 z 一 下 (Zz) = yo 在 8 中 有 解 . 这 样 定义 的 度 称 
为 锥 上 的 拓扑 度 . 对 于 锥 上 的 拓扑 度 而 言 , 同 伦 不 变性 、 切 除 性 和 可 加 性 都 成 立 . 

当 yo = 0 时, 简 记 degw(T 一 已 2,0) = degw(I 一 了 ). 若 ye W 是 下 的 孤立 
不 动 尽 , 并 且 I 一 FF'(y) 可 逆 , 那么 下 在 yy 点 的 不 动 点 指数 定义 为 indexw(F,y) = 
degw (1 一 FN(y)), 其 中 N(y) 是 y 在 W 中 的 一 个 小 邻 域 . 

定理 4.9.2 ([18, 21]) 在 上 面 的 记号 和 条 件 之 下 , 如 果 了 一 F'(y) 在 Wy 上 可 
逆 , 那么 

(1) 若 天 (有 a 性质 , 则 indexw (F,y) =0; 

(2) 若 严 (9) 没有 a 性质, 则 indexw (Fy) = (一 1)?, 其 中 6 是 F(y) 的 所 有 大 
于 1 的 特征 值 的 代数 重 数 之 和 . 根据 定理 4.4.1 又 知 , 当 F'(y) 没有 a 性 质 时 ， 


indexw (fF,y) = index(F,y). 


从 定理 4.9.2 看 出 , 在 计算 不 动 点 指数 时 判断 a 性 质 是 非常 重要 的 . 按照 a 性 
质 的 定义 , 需要 计算 W, 和 5S,. 在 具体 应 用 中 , 通常 取 五 是 函数 空间 {vu € C1(0): 
ulan = 0} (方程 式 ) 或 者 fu € CO : ulep = 0H™ (方程 组 ), W 是 非 负 函数 构成 
的 正 锥 . 引 理 2.2.1 在 计算 W, 和 5, 时 起 重要 作用 . 

锥 上 的 不 动 扣 指数 还 可 以 按照 下 面 的 方式 来 计算 . 设 W 是 正 锥 , 即 W = {zx € 
:7x0}, 映射 政 : W 一 ;W 是 紧 的 且 Fréchet 可 微 , BB, 是 忆 的 包含 于 棉 WW, 的 
最 大 子 空间 . 如 果 存 在 EE 的 一 个 子 空间 轧 ,, 使 得 已 = 忆 , 外包 ,那么 下 在 y 处 的 
不 动 点 指数 indexw (Fy) 可 以 通过 分 析 算 子 F'(y) 在 空间 E, 中 的 特征 值 而 得 到 . 

先 约定 一 个 说 法 . 假设 X 是 Banach 空间 , Xo 是 X 中 的 一 个 子 集 , .2 是 定 
义 在 Xo 上 的 算 子 . 称 名 在 Xo 中 有 特征 值 入 是 指 存在 非 零 的 zo。 e Xo 使 得 
.YTo = 和 to. 如 果 . 是 定义 在 X 上 或 者 X 的 某 个 子 集 Xi D> Xo 上 的 算 子 , 称 限 
制 在 Xo 上 .2 有 特征 值 , 是 指 .2 在 Xo 中 有 特征 值 入 . 

定理 4.9.3 ([22, 定理 2.2, 定理 2.3]) 令 了 :五 一 已 是 投影 算 子 . 假若 下 在 
y 处 的 Fréchet 导 算 子 F'(y) 在 W，, 中 没有 非 零 的 不 动 点 , 那么 指数 indexw (Fy) 
存在 . 如 果 限 制 在 W 上 算 子 To F'(y) 有 大 于 1 的 特征 值 , 则 indexw(F,y) = 
0， 如 果 限 制 在 W, 上 算 子 To F'(y) 没有 大 于 1 的 特征 值 , 则 indexw(F,y) = 
二 (一 1)", 这 里 index (F"'(y), 0) 是 线性 扣子 F(y) 在 空间 EF 中 


在 后 面 第 5 章 的 两 个 例子 中 , 我 们 都 是 利用 定理 4.9.2 计算 锥 上 的 不 动 氮 指数， 
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这 里 给 出 一 个 应 用 定理 4.9.3 计算 锥 上 的 不 动 点 指数 的 例子 . 
假设 8 是 及 ”中 的 有 界 光 请 区 域 , 考察 边 值 问题 


按 如 下 方式 定义 集合 O 和 鼻子 FF: 


O©O={(v,v)EW: 0<uz) <a, Owvzr) <bll+a), TE€ (2}, 


F(u,v) = (M — AA) [Mutu (eu- 一 )' Mot (s- - 外 


这 里 M 是 一 个 适当 大 的 正常 数 . 那么 下: O 一 人 凡是 紧 的 . 根据 习题 3.9 知 , O 包 
仿 问 是 (4.9.2) 的 所 有 非 负 解 


0 ) 时 , indexw (F, (0, 06,)) = 1; 

(3) 假设 a > 和 Li. 则 当 b> Ai 时 , indexw(F,(0a,0)) =0; 当 b<Al 时 ,indexw (FP, 
(9.,0))= 1. 

这 里 bb 的 定义 同 于 第 3 章 的 3.5 节 . 

证 明 (1) 直接 计算 知 刺 0oo = W Boo = {(0,0)}, Bo,0) = ,了 = 了 其 中 
I 是 EE 上 的 恒 同 算 子 . 易 证 


F'(0,0)(u,v) = (M — AA) ((a+ M)u, (b+ M)v), 


下 (0,0) 在 W (0,0) 中 没有 非 零 不 动 点 , 对 应 的 特征 问 量 属于 W (oo) 的 算 子 F'(0,0) 


/ b 十 人 4 
的 特征 值 是 Xa 一 和 一 区 和 如 果 a > 和 1 或 者 5 > 和 1, 那么 


Aa > 1 或 者 Xp > 1, 于 是 由 定理 4.9.3 知 ， indexw (PE (0,0)) = 0. 如 有 果 a,b < Xi 那 
么 和 Au, 和 ob < 1, 于 是 
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因为 Boo = {(0,0)}, 所 以 > = 0. 故 定理 4.9.3 得 , indexw(F, (0,0)) = 1. 
(2) 简单 计算 知 Wo06,) = {u,v) EE:u>0}, Eoe,)= {u,v)EE: w=0}. 


则 


T: (u,v)— (vu,0), 


—Aw = (0— 20,)w, TE SN, 
w 一 0, TEON 


没有 非 平 凡 解 (习题 2.7), 所 以 F"'(0,9。) 在 Wo,e,)\ {(0,0)} 中 没有 不 动 护 . 因此 
indexw (F, (0, 0。)) 存在 . 

下 面 讨论 To F'(0, 9。) 的 特征 值 . 根据 投影 算 子 卫 : (w,v) 一 > (wu,0) 的 形式 知 ， 
算 子 To F'(0,9。) 对 应 于 非 零 特 征 值 的 特征 向 量 都 是 (w,0) 的 形式 . 容易 看 出 : 入 
是 To (0,9。) 的 一 个 特征 值 , (w,0) 是 对 应 的 特征 同 量 , 当 上 且 仪 当 %% 是 问题 


MAM= (Mo— A) (a+M— 6)u UAKA0 


k 
的 解 . 由 此 知 入 冯 0, 并 且 wv 满足 


人 TE 
ulaen = 0, Ulg 关 0 
故 存在 j > 1, 使 得 
oN (+t (otM- ee)) (4.9.3) 
当 au > 》 (去 6 时 , 容易 看 出 存在 入 > 1, 使 得 (4.9.3) 对 于 7 = 1 成 立 . 根据 
定理 4.9.3, indexw (F, (0, 
当 a<A (0 
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下 面 计算 x. 假设 /是 F'(0, 09。) 的 一 个 特征 值 , (&,C) € Eroe 是 对 应 的 特征 问 量 ， 


uC¢ = (M—A) (b+M-— 20,)¢ 


的 一 个 非 零 解 . 下 有 


结论 (3) 的 证 明 类 似 . 证 毕 . 


习 题 4 


4.1 记 f=(-2,2), f(x) = (zx — 1)z?. 计算 deg(f, ,0). 
4.2 ”定义 函数 空间 C([0,7]) 上 的 积分 算 子 K: 


(2) 试 确定 K'(0) 的 核 , 并 证 明 K'(0) 的 值 域 属于 C™((0,7)). 

4.3 ” 设 久 是 一 个 Banach 空间 ,DCXxR,f: DX, f(x, 和 A)=7— (uo 
A)Tz + g(z, 入), 其 中 TT : X 一 * X 是 线性 紧 算 子 , g : 了 一 XXX 是 非 线 性 罕 算 子 ， 
g(0, 入 ) 三 0, g(x, 入) = ollzl 由 hh 天 于 | < es 一 致 成 立 . 又 讽 1 冯 0, (0,0) e D. 试 证 
明 (0, 0) 是 非 线性 方程 f(z, 入) = 0 的 一 个 分 六 扩 的 必要 条 件 是 1/yo 是 了 的 一 个 
特征 值 . 

4.4 证 明定 理 4.1.9. 

4.5 设 X 和 YY 都 是 Banach 空间 ,Xi 是 X 的 有 限 维 子 空间 , Xi CY 对 = 
X1 引 X， 开 :XY 是 紧 算 子 . 定义 算 子 


的 有 界 闭 集 0&T(D). 证 明 存在 e > 0, 使 得 real > 5 -在 12 上 成 立 
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4.7 ” 设 k>0 是 偶数 , 试 证 明 边 值 问题 
u +u—u=sint, 0 入 ti 和 Ti wu0)=wu(7r)=0 


没有 解 . 
4.8 证明 定理 4.5.3. 
4.9 ”在 定理 4.7.1 的 证 明 中 , 我 们 定义 了 算 子 .次 . 试 证 明 . 冶 的 性 质 (1), (2) 
和 (4). 
4.10 ”证 明 命 题 4.9.1 的 结论 (4) 和 (6). 


本 章 利 用 前 面 建立 的 分 支 理论 和 锥 上 的 拓扑 度 理论 , 研究 两 个 椭圆 型 方程 组 的 
齐 次 Dirichlet 边 值 问题 正解 的 存在 性 、 多 解 性 、 分支 与 稳定 性 . 


1 一 个 带 有 修正 的 Holling II 型 响应 函数 的 捕食 模型 
本 节 讨 论 带 有 修正 的 Holling II 型 啊 应 函数 的 捕食 模型 的 椭圆 型 方程 组 的 齐 


—Av=v(c—v+duf(u,v)), TE nN, (5.1.1) 


正解 的 存在 性 、 多 解 性 、 分 支 与 稳定 性 , 其 中 ww 和 vw 分 别 表示 食物 和 独 物 的 分 布 密 


度 , 函数 
1 


(1 十 auw)(1L 十 Bu) 


并 且 所 有 参数 都 是 正常 数 . 容易 证 明 , 铝 (w,v) 是 问题 (5.1.1) 的 非 负 解 并 且 ww 冯 
0,v 关 0, 那么 一 定 有 w(x) > 0,v(z) > 0 在 内 成 立 . 这 种 解 称 为 共存 解 . 

我 们 痛 先 运用 锥 上 的 不 动 扩 指数 理论 , 给 出 问题 (5.1.1) 的 共存 解 存在 的 充分 
必要 条 件 ; 其 次 讨论 当 a 一 oo, 或 者 6 一 oo, 或 者 "一 0+ 时 , 共存 解 的 稳定 性 ; 
最 后 研究 共存 解 的 分 文 . 


5.1.1 ” 先 验 估计 


同 前 , 当 a > Ai 时 , 记 9。 是 边 值 问题 (3.5.1) 的 唯一 正解 . 那么 ee ,<0: 
显然 当 ace > Ai 时 , 问题 (5.1.1) 有 半 平 凡 非 负 解 (9。,0) 和 (0,0.), 而 且 它 的 半 平 
凡 非 负 解 只 有 这 两 个 . 

定理 5.1.1 记 g(v)==c 一 Vv 二 ad/(1 二 Bv). 显然 g(v) = 0 有 唯一 正 根 , 记 为 
RR. 那么 问题 (5.1.1) 的 任意 非 负 解 (4,v) 满足 先 验 估计 


f (u,v) = 
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证 了 明 因为 


—Avu=u(a—u— bf(u,v)) < ua 一 名 


由 最 大 值 原理 得 w(z) < a. 又 因为 R 为 o(v) = 0 的 唯一 正 根 , 再 由 最 大 值 原理 得 


v(z) < R. 
5.1.2 ”不 动 点 指数 的 计算 


先 给 出 一 些 记 号 : 

E= 针 x 其 中 = {ue€cCli(f) :vap = 0}: 

W=KxK, 其 中 K={ueX:w>0). 

D={(v,v)EW:u<at+l,v<R+i+1)}; 

D*={(v,v)EE:0<u<at+l,0<v<R+1}. 

由 定理 5.1.1 知 , 问题 (5.1.1) 的 任意 非 负 解 都 属于 D, 故 存 在 正常 数 M, 当 
(u,v) ED 时 , 函数 


u(a—u—bvflu,v)) + Mu 和 vlc—v+duf(u,v)) + Mv 
都 是 非 负 的 . 再 定义 映射 下 : EE 一 书 


Fluv) = (MA)! 人 bvf (u,v)) | / 


那么 下 是 紧 算 子 , 并 且 Ff : D- W. 显然 问题 (5.1.1) 有 解 等 价 于 算 子 方程 


(1) 位 oo 一 K. D (0,0) 一 {(0, 0) 
(2) We,,0) = XX x K, S00 =X xX {0}, 
(3) Wo(0,9.) = K x X, Seo,0.) = {0} x X. 
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) 则 indexw (FP, (00, 0)) 一 


-) 则 indexw (F (8,0)) = 


证 明 ”(1) 显然 在 9D 上 F 没有 不 动 点 , 即 degw(I 一 FD) 有 意义 . 对 于 任 
意 的 t, 的 不 动 尽 是 下 述 方 程 的 解 : 


—Av=tv(c—-v+duf(u,v)), TE N, (5.1.2) 


由 定理 5.1.1 知 , 对 于 任意 的 ie [0,1], 五 的 不 动 点 满足 wu < a, v < R, 所 以 的 
不 动 上 尽 一 定 落 在 D 内 . 再 由 同 伦 不 变性 知 degw (I 一 i, DD) 不 依赖 于 也 于 是 


degz — F,D)= degwl(l — Fi,D)= degw(ll! — Fo,D). 


又 因为 当 t = 0 时 , 问题 (5.1.2) 只 有 平凡 解 (0,0), 所 以 degw(I - Fo,D) = 
indexw (Fo, (0, 0)). 


注意 到 W (00) = K x K, S(0,0) = {(0, 0)} Woo,0)\S(0,0) = {K x K}\{(0,0)}, 者 
记 


没有 a 性 质 . 根据 定理 4.9.2, indexw (Fo. (0,0)) = 1, 从 而 degw(I — FD)= 1 
(2) 易 知 F(0,0) = (0,0) 且 在 D 上 是 正 的 紧 算 子 . 直接 计算 得 


, | 0 十 LA 0 
F (0,0) = (AM 一 和 人) | 1 四 


先 证 明 I 一 (0,0) 在 死 oo 上 可 逆 . 如 果 存 在 (&,m) e 死 oo, 使 得 F'(0,0)(é， 
n) = (&,), 则 有 


一 Ac =at, TE WN, 
< =0, TEON. 


如 果 & > 0, 则 a = Xi, 得 矛盾 . 因而 & = 0. 同 理 可 证 w = 0. 这 说 明了 I 一 7'(0,0) 在 
W (0.0) 上 可 逆 . 
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下 证 F'(0,0) 具有 a 性 质 . 因为 a > Ni, 由 定理 2.4.11， 
ra :二 7[(M 一 A) ‘(a+ M)>1, 


同时 ro 是 算 子 (M -人 A)-!(a+M) 的 主 特征 值 , 对 应 的 特征 函数 $$> 0. 取 加 = ri!， 
则 0 <to<1 并 且 (I 一 toF'(0,0))($,0) = (0,0) € Sto0). 因此 F'(0,0) 具有 a 性 
质 . 利用 定理 4.9.2 知 , indexw (F, (0,0)) =0. 

(3) 注意 到 Woe,0) = XX x K, S00) = X x {0}, 我 们 有 


全 ke。oNSde so = X x {K\{0}}. 


直接 计算 得 
GO 20, 十 M 本 oa 
, _] 1 + oa, 
0 c 十 Ca 十 AM 
1 十 QO 


先 证 7 一 严 (0u0) 在 克 oo 上 可 逆 . 假设 存在 (67) e W(0,,o), 使 得 FF'(06,0)(é， 


AS+(20o — 0)& = -Ta 小， rE, 
dl 
_An— 4 一 0 (5.1.3) 
An—- 下 ago ZE 1 


车 n 半 0, 注意 到 7 e K, 由 问题 (5.1.3) 的 第 二 个 方程 知 c = 和 (一 Te%-), 这 是 一 
个 矛盾 , 故 7 三 0. 在 上 尖 0, 则 0 是 


_Ab 上 +(20 -abg = Ag re n, 


的 一 个 特征 值 , 所 以 和 (20。 一 a) < 0. 另 一 方面 , 由 于 Xi(b 一 a) = 0, 利用 特征 值 的 
比较 原理 知 , 和 1 (20。 一 a) > 和 (9 一 a) = 0, 矛盾 . 因此 (&,n) = (0,0), 故 了 -到 (0。0) 
在 W (9,,o) 上 可 逆 . 

再 证 所 (06,0) 在 你 (oo 上 其 有 a 性 质 . 记 
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一 
加 人 1 十 Q0。 
的 一 加 GMA)-i(c+ cea + 714) 
] + a0, 
(M A)-! tob0ua09 
一 ] 十 cba C DS(0, 0) 
0 


故 FF'(9。,0) 共有 a 性 质 . 由 定理 4.9.2 知 indexw (F, (06,0)) = 0. 
(4) 注意 到 


Wee,,0) =X x K, Se,,0) = Xx{0}, Woes,o\S(es,0) = X x {K\{0}}, 


同 于 (3) 可 证 TF(96,0) 在 We,0) 上 可 逆 . 


下 证 FY'(96,0) 在 W(e。,o) 上 不 具有 a 性 质 . 因为 c < 入 i (= re ) 


以 r(A) < 1. 如 果 F'(0o,0) 在 Wg,o， 上 有 共有 a 性 质 , 则 存在 0<t<1l 和 
($1, 92) € W (6,.0)\S(e,o), 使 得 (I 一 tF'(06,0))(91, $2)" ee Sce,,o). 于 是 


又 因 go。e€E K\{0}, 所 以 1/t > 1 是 算 子 4 的 一 个 特征 值 . 此 与 r(4) < 1 矛盾 . 
此 FF'(96,0) 在 Wo,,o) 不 具有 a 性 质 . 根据 定理 4.9.2， 


indexw (F, (0,,0)) = (—1)", 


其 中 o 是 Fr(9。,0) 的 所 有 大 于 1 的 特征 值 的 代数 重 数 之 和 
假设 1/1 > 1 是 F'(9。,0) 的 一 个 特征 值 , 对 应 的 特征 函数 记 为 (€,7)T. 我 们 有 


印 


5.1 一 个 带 有 修正 的 Holling II 型 响应 函数 的 捕食 模型 159 . 


如 果 7 半 0, 则 由 第 二 个 方程 知 


此 与 c< 和 A 入 -i ) 了 矛盾. 故 n = 0, 因此 £ 关 0. 注意 到 0。 < a, 利用 问题 


(5.1.4) 中 & 的 方程 , 我 们 有 


0>A1(M(1— py) — pa — 206)) 
>A(—u(a—0)) > A(-(a— 94.)) = 0 


矛盾 . 所 以 F'(9。,0) 没有 大 于 1 的 特征 值 , 于 是 indexw(F, (06,0)) = 1. 证 毕 . 
同上 可 证 


(1) 如 果 a < 和 1, 那么 问题 (5.1.1) 的 非 负 解 只 可 能 是 (0,0) 或 者 (0, 0c); 
(2) 若 c> Ai 且 (5.1.1) 有 正解 , 则 a > 和 i(b9cf(0a,90.)). 
证 了 明 (1) 大 问 题 (5.1.1) 有 非 负 解 (w,v) 并 且 ww 冯 0, 则 


—Au=u(a—u—bvf(u,v)), TEN, 
4 = 0, : TEON. 


由 此 知 和 (w+bwf(u,v) 一 a) = 0, 即 4a = 和 A 和 (wtbvf(u,v)) > 和 (0) = 条. 这 是 
一 个 矛盾 . 因此 (5.1.1) 的 非 负 解 只 能 是 (0,v) 的 形式 , 从 而 有 wv = 0 或 者 v = 0.. 

(2) 由 于 c > Ni, 故 0 存在 . 假设 (w,v) 是 问题 (5.1.1) 的 正解 , 则 a > 入 
此 9。 存在 . 注意 到 
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(2) 若 c< 和 1 那么 问题 (5.1.1) 有 共存 解 当 且 仅 当 a > Xi c> Ai -1 oe ) 
证 明 ”(1) 根据 引 理 5.1.1 和 引 理 5.1.2， 


dégw(I— F,D)— indexw(F,(0,0))— indexw (fF, (0,0)) — indexw (Fr, (0,0.))= 1, 


因而 问题 (5.1.1) 有 共存 解 . 
(2) 先 证 充分 性 . 因为 c < 入, 所 以 问题 (5.1.1) 没有 形 如 (0,v) 的 非 零 非 负 解 . 


车 a>M,c>A (- do ) 由 引 理 5.1.1 和 引 理 5.1.2 知 
1 十 Q0 


degw(I 一 已 万 ) 一 indexw( 忆 (0;0)) — indexw(F, (00,0))=1, 


从 而 问题 (5.1.1) 有 共存 解 . 
再 证 必要 性 . 者 问题 (5.1.1) 有 共存 解 (wu,v), 由 定理 5.1.2 的 (1) 知 , ao > Al 并 
且 灵 < 0 又 因 (wv) 满足 


| —Av=v(c—v+duf(u,v)), TE N, 
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证 明 ”假设 问题 (5.1.1) 有 共存 解 (u,v). 对 于 情形 (1), 我 们 有 
0= A (vu —a+t bvf (u,v)) 


得 矛盾 . 


5.1.4 ”共存 解 的 稳定 性 与 多 解 性 


我 们 先 讨论 a 适当 大 , 或 者 6 适当 大 时 共存 解 的 稳定 性 与 多 解 性 . 因为 a 与 
8 的 位 置 对 等 , 这 里 仅 讨 论 a 适当 大 的 情况 . 

定理 5.1.5 假设 a,c > 和. 那么 对 于 充分 小 的 > 0, 存在 GQ(e) 适当 大 ， 当 
a 之 G(e) 时 间 题 (5.1.1) 至 少 存在 一 个 共存 解 (u,v) 且 满 足 


O00_e <u, Ob.<v < be. (5.1.5) 
证 阴 记 U 一 (2 v) 一 (Qa—e, te), U 一 《7 v) 一 (0a, Oc+e). 易 知 国 数 
ul(a — wu— bvf (u,v)), v(c—v + duf(u,v)) 


在 区 间 (此,UV) 上 Lipschitz 连续 . 如 果 能 够 证 明 UV 和 5 分别 是 问题 (5.1.1) 的 上 解 
和 下 解 , 那么 由 方程 组 的 上 下 解 方 法 (定理 3.7.1) 知 , 问题 (5.1.1) 至 少 存在 一 个 共 
存 解 7 = (u,v) 并 且 满 足 (5.1.5) 式 . 

为 了 证 明 U, UV 是 上 下 解 , 我 们 只 需 验证 下 列 不 等 式 成 立 : 


人 A 五 十 元 (a 一 五 一 九 帮 二 W) <o0, (5.1.6) 
Au+t+u(a—u— bf (uy, v)) 之 0， (5.1.7) 
Ad+i(c—id+dif(i,v)) <o0, (5.1.8) 


< 
Av+v(c—v+ duf(u, v)) 之 0. (5.1.9) 
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容易 看 出 上 面 的 不 等 式 (5.1.6) 和 (5.1.9) 自然 成 立 ,， 下面 验证 不 等 式 (5.1.7) 和 
(5.1.8). 


直接 计算 知 ， 


Au 十 u(a—u | — bif Lu， 5) ) 一 tue (e bOcref Oo ec， bc+e)), 
Ad+o(c—d+duf(i,vd)) = bere( — e+ dlaf (0a,0c+e)). 


因为 在 902 上 96(x) = 0, 9c+e(z) = 0, 所 以 在 080 附近 , 不等式 (5.1.7) 和 (5.1.8) 成 
立 . 义 因 为 当 a 一 oo 时 ， 


bOc ref (Qa_e, bore)— 0, du f (0o., b+4e)— 0 


在 89 的 紧 子 集 上 一 致 成 立 , 所 以 当 a 充分 大 时 , 不 等 式 (5.1.7) 和 (5.1.8) 成 立 . 引 
理 得 证 . 

定理 5.1.6 假设 a,c > 和. 则 当 a 适当 大 时 , 问题 (5.1.1) 至 少 有 一 个 线性 
稳定 的 共存 解 . 

证 明 ”选取 0 < ei; 一 ; 0. 由 定理 5.1.5 知 , 存在 ale;) 适当 大 , 当 a > alei) 时 
问题 (5.1.1) 至 少 有 一 个 共存 解 , 记 为 (wo,va), 并 且 满 足 


Quo_e, SUa Oo, b&wvo < bore,. (5.1.10) 


我 们 断言 : 当 i 适当 大 时 , 这 样 得 到 的 共存 解 (wa,va) 还 是 线性 稳定 的 , 亦 即 问题 
(5.1.1) 在 (wa,va) 处 的 线性 化 问题 的 所 有 特征 值 都 具有 正 实 部 . 

如 果 该 断言 不 对 , 则 存在 au 一 co 和 满足 Re < 0 的 pj, 以 及 满足 | 上 Ei||2 十 
ml = 1 的 (&i, mi), 使 得 


—Ani— giti—(c—2vi+9)m= Wm, TEN, (5.1.11) 
Ei 一 ME 一 ) 心 人 Of, 
其 中 (Ui, Vi) 一 (Ua ) Ua )， 
f bu; f* bu; 
| (1 十 Qiui)<(1 十 Boi) ? . (1 十 Qiui)(l 十 Buwi)2 
_ du; 本 ai 
i i 下 一 (十 au 十 Bo 


在 问题 (5.1.11) 的 两 个 方程 的 两 边 分 别 乘 以 各 和 六 的 共 斩 各 和 而 并 在 Q 上 积 
分 , 再 把 所 得 结果 相 加 得 


= | (val + vm )as + / left 2 0) + fmélan 
(2 


(2 


- | giéimh + mil?(e — 2v; + g*)]dz. 
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注意 到 Re < 0, ||&i|2 十 mll2 = 1, 并 且 w; 和 vw; 都 有 界 (定理 5.1.1) , 从 上 式 可 
以 看 出 Re 和 Im yi 也 都 有 界 , 故 {ji},_， 有 界 . 不 妨 假设 ji 一 4 且 Rep < 0. 
对 问题 (5.1.11) 利用 L? 理论 推 知 , 对 于 任意 的 p> nn 在 W*?(1) 中 ;和 mi 都 有 
界 . 故 存在 子 列 , 不 妨 认为 是 它 目 喘 , 使 得 在 Wi?(f) 中 & 一 > 和 mi 一 > 17. 

注意 到 s;- 一 0 和 式 (5.1.10), 在 问题 (5.1.11) 中 取 极 限 知 ， 在 弱 的 意义 下 
(1 50) 满足 


—Aé — €(a— 200) = 1é, TE 
一 A7 一 n(c 一 20.) ~ Nn, TE 2, (5.1.12) 
《一 7 三 0 TEON. 


由 于 上 7 e W417?(8) 一 0C*(1), 根据 正则 性 理论 , 在 古典 的 意义 下 式 (5.1.12) 成 立 ， 
所 以 是 实数 , 故 jw. < 0. 
若 上头 0, 那么 /是 问题 


的 一 个 特征 值 , 从 而 0> 1 > Xi(20。 一 a). 但 是 Xi(20。 一 a) > Xi(0。 一 a) = 0, 矛盾 . 
故 & 三 0. 同 理 可 证 7 三 0. 此 与 jl 十 ml = 1 矛盾. 改定 理 成 立 . 


定理 5.1.7 若 c>A, AI<aQa<ANi (1 ) 那么 存在 充分 大 的 正常 数 CQ ， 


当 a > Ga 时 间 题 (5.1.1) 至 少 有 两 个 共存 解 . 

证 明 ”由 定理 5.1.6 知 , 当 a 充分 大 时 问题 (5.1.1) 至 少 有 一 个 线性 稳定 的 共 
存 解 (人, 所 以 在 丈 ,a 上 算 子 了 工 - 开 ( 亿 让 可逆. 注意 到 Wis) = X? = Sas)， 
因此 (i,50) 没有 a 性 质 . 又 因为 ( 记 , 是 线性 稳定 的 , 根据 定理 4.9.2 的 (2) 和 
定理 4.7.1 便 可 推 得 


indexw (ER (1,v))=1. 
如 果 问 题 (5.1.1) 只 有 这 一 个 共存 解 , 由 引 理 5.1.1 和 引 理 5.1.2, 以 及 不 动 扩 指数 的 
可 加 性 得 
l=degw(I—F,D) 
—indexw (F, (0,0)) + indexw (F, (0a, 0)) 
+indexw(F, (0, 0.)) + indexw (F, (i, 50)) 
一 0 十 0 十 1 十 1 


这 是 一 个 矛盾 , 定理 得 证 . 
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下 面 讨 论 当 6 一 > 0+ 时 , 共存 解 的 稳定 性 . 如 果 问 题 (5.1.1) 有 共存 解 , 由 定理 


5.1.2 的 结论 (1) 和 定理 5.1.3 的 结论 (2) 知 a > Nec > 为 所 一。 ) 记 w* 是 
问题 
| Av=v(c—v+d0af(00,0)), TEN, .113 
U 一 0,， TEON 
的 唯一 正解 . 
定理 5.1.8 ”如果 a > Ni 则 当 /一 0+ 时 , 问题 (5.1.1) 的 共存 解 (u,v) 一 > 
(0。 v* ). | 
证 明 ”要 证 明 的 是 : 当 /一 0+ 时, 问题 (5.1.1) 的 共存 解 收敛 于 问题 
—Avu = u(a — u), Z E (7/， 
一 人 7 =v(c—v+duf(u,v)), TER, (5.1.14) 
4 一 人 一 0， TEON 
的 唯一 正解 . 


假设 六 一 0+, 而 (wi,vi) 是 问题 (5.1.1) 对 应 于 b = b; 的 共存 解 . 利用 定理 
5.1.2 的 结论 (1) 和 定理 5.1.3 的 结论 (2) 容易 看 出 ， 


d0a 
Q>A1, c>Al (让 (5.1.15 ) 


由 定理 5.1.1， (Ui, Vi) 关于 i 一 臻 有 和 窜 . 根据 椭圆 型 方程 的 正则 性 理 论 ， (ua Vi) |2+a 

关于 i 有 界 . 从 而 存在 {(wi, wv;)}._, 的 子 列 , 仍 记 为 它 自身 , 以 及 非 负 函 数 对 (u,v) e 

[C*+to (1)?, 使 得 在 CO) 中 Ce 一， (wu). 容易 看 出 (w,v) 是 问题 (5.1.14) 
如 果 u 三 0, 则 lluil。 一 0. 记 i = us , 那么 i 满足 


同上 , |hilz+a 关于 i 有 界 . 从 而 存在 {i}》， 的 子 列 , 仍 记 为 它 自身 , 以 及 非 负 函 数 
站 E C2+o(f), 使 得 在 C2+a(O) 中 让 一 二. 显然 llw = 1, 并 且 满足 
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由 此 得 a = 和 Ni, 这 与 已 知 条 件 相 了 矛盾, 因此 关 0. 再 由 强 最 大 值 原理 知 , 在 ? 内 
u(T) > 0. 
有 v 三 0, 同上 可 以 推出 存在 非 负 函 数 0 € C2+o((), 在 C2?+o(f) 中 := 


—Av=v(c+dbaf(00,0)), T EN, 
v 一 0， TEON. 


因为 5 非 负 所 以 在 9 内 itz) > 0 从 而 有 


dg 
和 (人 


这 与 (5.1.15) 式 相 矛盾 . 因而 v 半 0, 于 是 在 Q 内 v(z) > 0. 定理 得 证 . 


定理 5.1.9 如 果 a> Ai, 则 存在 正常 数 b*,， 当 bb* 时 , 问题 (5.1.1) 至 多 存 
在 一 个 共存 解 , 并 且 该 共存 解 ( 若 存 在 ) 还 是 线性 稳定 的 . 

证 了 明 ” 视 b 为 参数 . 如 果 共 存 解 存在 , 其 唯一 性 可 由 隐 函 数 定理 推出 . 与 定理 
5.1.6 的 证 明 类 似 , 若 共存 解 存 在 , 它 一 定 是 线性 稳定 的 . 细节 留 作 习题 . 证 毕 . 


5.1.5 ”共存 解 的 分 支 、 稳 定性 与 多 解 性 


在 上 一 小 节 , 我 们 讨论 了 当 a 适当 大 , 或 者 8 适当 大 , 或 者 b 适当 小 时 , 共存 
解 的 稳定 性 和 多 解 性 . 在 本 小 节 我 们 分 别 视 a 和 c 为 分 支 参数 , 利用 分 文理 论 研 究 
公主 的 分支 以 及 当 参 数 d 适当 小 时 共存 解 的 多 解 性 和 分 文 共存 解 的 稳定 性 . 


点 (0,0c,4) 是 问题 (5.1.1) 的 共 


存 解 的 分 支点 , 并 且 当 0<s 安 1 时， 分 支出 来 的 共存 解 (u(s),v(s),a(s)) 具有 如 下 
形式 

u(s) = s$ + O(s’), 

v(s) = Oc + s+ O(s’), 

a(s) = 4 + a1s + O(s’), 
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| (1+6B0c)° 及 — abbe(l + BO)G’ +bEV|dr 
02 


a=. (5.1.16) 
| (1 + BO.)* Bdz 
12 
(2) 假设 a > 和 1 并 记 6 二 入 -1 Se ) 那么 点 (04,0,6) 是 问题 (5.1.1) 的 


共存 解 的 分 支点 , 并 且 当 0 < s < 1 时 , 分 支出 来 的 共存 解 (u(s),v(s),c(s)) 具有 如 
下 形式 


其 中 


年 是 与 5 对 应 的 特征 函数 且 满足 A gdz 二 1. 将 (u(s),v(s),c(s)) 代入 (5.1.1) 的 
第 二 个 方程 , 我 们 有 


| (1+ a0a)?$? + Bdbs(l + a0a)$? — dB wldz 
J 


C1 一 


| (1 十 Qa0a)? Bd7 
02 


证 明 ” 仪 证 结论 (1). 结论 (2) 的 证 明 留 作 习 题 . 
定义 觅 射 下 : E x RR— Bb, 


F(w va) = Avu+u(a—u— bvf (u,v)) 
| Av+v(c—v+t+ dvuf(u,v)) : 


对 于 任意 的 (&€,n) € EE, 简单 计算 知 


Fw) (u,v, a) 国 1 二 +au 1+ 6v 
/1 
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于 是 
AS 十 (a 0 用 
F (wu) (0 lc， 0 ) | ‘ | 一 0 ] 十 OO 
An+ TFs + (ce— 20)n 


第 一 步 证 明 


dim(.Y -ro (0, 0., G ) ) 一 二 -个 wu) (0, 0.., a ) 一 span{t (2 vy )}. 


事实 上 , 如 果 存 在 (0,0) 承 (6,n) € EB, 使 得 ,, ,)(0, 9c, 56)(&,7) = (0,0), 那么 


bo 

A¢ + (6-1 )t=0 ren, 
d6。 

和 AI 二 TO 一 2 一 0 TE, 


由 于 算 子 A+c_ 26. 可 逆 , 故 E 0. 又 因为 二 Xi (1 


进而 推出 n e span{ 丈 }. 
第 二 步 ”证明 Codim( 络 Fw)(0,0c,64))=1. 
事实 上 ， 五 (&,) C Fv) (0, 0., a), 则 存在 (我 /) E 已 使 得 


因为 5 是 与 a 一 入 (7 1 


(6,0) 正 交 . 
反之 , 如 果 (& 放 与 (5,0) 正 交 , 那么 问题 (5.1.17) 的 第 一 个 方程 有 解 £ ( 同 于 
习题 2. 13). 又 因为 算 子 人 十 c 一 209。 可 道 , 所 以 问题 (5.1.17) 的 第 二 个 方程 有 解 7 


Flv,v),al0, bc, a)(D, yy)g Fv) (0, 0., 4). 
利用 分 支 定 理 4.5.2 可 得 结论 . 证 毕 . 
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定理 5.1.11 假设 C > 入 1 并 且 G: € 一 


小 时 ,在 点 (0,9。,6) 附近 的 共存 解 分 支 (u(s),v(s)) 是 非 退化 的 , 并 且 当 / 5 (1- 


jdz > 0 时 (u(s),v(s)) 是 线性 稳定 的 ， s/f G- (1- jdz <0 时 


1 二 5 T 十 58 


(u(s),v(s)) 不 是 线性 稳定 的 . 由 此 又 可 以 推出 , 如 果 由 式 (5.1.16) 确定 的 al < 0, 那 
么 当 d 充分 小 并 且 a 落 在 4 的 左 邻 域内 时 , 问题 (5.1.1) 至 少 有 两 个 共存 解 . 

证 明 ”人 先 证 定理 的 前 半 部 分 结论 . 为 了 书写 方便 , 简 记 a(s) = a, (u(s),v(s)) = 
(u,v2). 在 (w,v) 处 的 线性 化 问题 可 以 写成 


(ss,d) (5) = 1(s,d) 国 , 


-6 的 最 小 特征 值 是 0.。 叉 因为 


c = M1(06) < Xi(20。)， 所 以 算 子 —A — (c— 20.) 的 最 小 特征 值 大 于 零 由 定理 2.5.1 
知 , 0 是 算 子 .如 的 最 小 特征 值 (对 应 的 特征 函数 是 (5,0)), 而 且 . 丸 的 其 他 特征 值 
都 是 正 的 并 远离 0. 由 摄 动 定 理 ?23 知 , 当 s,d 适当 小 时 , -2Z(s,d) 存在 唯一 的 特征 
值 Us,d 满足 lim yw(s,d) = 0, 并 且 .2(s,d) 的 其 他 特征 值 都 有 正 实 部 且 远 离 0. 


s, d 一 (0 十 


为 了 书写 方便 , 我 们 简 记 . 儿 (s,d) = .2 1(s,d) = wk. 
下 面 讨论 当 s,d > 0 适当 小 时 Re 的 符号 . 选取 与 上 对 应 的 特征 函数 (&,)， 
使 得 (上 ,7 一 (5,0). 用 久 乘 以 .2(&,n) = Am) 的 第 一 个 方程 并 在 Q 上 积分 得 


bu (wu,%) bu f(u;v) 
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问题 (5.1.1) 的 第 一 个 方程 两 边 滋 以 上 , 再 积分 得 


-| UAEd7 = -| EAudz =- | tu(a—u— bvf lu, v))dz 
12 62 02 


lim 个 = “(地 克 )* £0. (5.1.19) 


从 而 当 s,d 适当 小 时 , Re 关 0. 又 因为 .2 的 其 他 特征 值 都 有 正 实 部 且 远 离 0, 所 
以 共存 解 分 支 (u(s), v(s)) 是 非 退化 的 . 

前 面 已 经 说 明 , 当 0 < sd 和 1 时, 除 ju(s,d) 外 的 其 他 特征 值 都 有 正 实 部 
且 远 离 0, 所 以 共存 解 分 支 (u(s), v(s)) 的 线性 稳定 性 完全 由 1(s,d) 的 实 部 的 从 
号 来 决定 .从 极限 (5.1.19) 可 以 看 出 , 当 0 < sd 之 1 时 , y(s,q) 的 实 部 与 积分 


abd. 、 . 
贱 可 (1- 这 六 ) dz 同 号 , 所 以 定理 的 前 半 部 分 结论 成 立 


再 证 定理 的 后 半 部 分 结论 . 假设 问题 (5.1.1) 只 有 一 个 共存 解 (&, 作 . 因为 ai < 
0, 所 以 当 d 充分 小 并 且 a 落 在 a 的 左 邻 域 内 时 , (&,D) 是 从 (0,9c,6) 分 支出 来 的 
共存 解 , 即 (&,0) = (wv(s),v(s)). 从 上 面 已 证 结果 我 们 知道 它 还 是 非 退 化 的 ,因而 
7 一 F’(u(s),v(s)) : 仙人 so 一 W (vcs),wv(s)) 是 可 逆 的 . 同 于 定理 5.1.7 的 证 明 ， 
Fr'(u(s),v(s)) 没有 a 人 再 由 定理 4.9.2 知 , indexw (F (wu(s),v(s))) = 土 1. 注意 
到 Ni < a < 二 入 (本 于 5- ), 利用 引 理 5.11, 引 理 5.1.2 和 不 动 点 指数 的 可 加 性 


便 得 


1 


l=degw(I— FF,D) 
=indexw (F, (0,0)) + indexw (F, (06, 0)) 
+indexw (F, (0,0.)) + indexw (F, (&, 0)) 
二 0 十 0 十 1 土 1. 


这 是 一 个 矛盾 . 定理 得 证 . 
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5.2 一 个 带 有 Holling II 型 啊 应 函数 的 捕食 模型 


本 节 讨 论 带 有 Holling II 型 啊 应 函数 的 捕食 模型 的 椭圆 型 方程 组 的 齐 次 Dirich- 
let 边 值 问题 


—AVv=v ( 一 ZE (2， (5.2.1) 


vu = 二 v= 0, TEON 


的 共存 解 的 存在 性 、 确 切 个 数 和 稳定 性 , 其 中 a,b 及 m 都 是 正常 数 . 

用 和 1 表示 在 0 上 算 子 -A 带 有 齐 次 Dirichlet 边界 条 件 的 主 特征 值 . 容易 
看 出 , 当 a < 和 1 或 者 b < 和 1 时 , 问题 (5.2.1) 没有 共存 解 . 因此 下 面 我 们 总 假定 
a,b > Ai 成立. 同上 , 用 9。 表示 边 值 问题 (3.5.1) 的 唯一 正解 . 
利用 上 下 解 方 法 易 证 , 当 a > Xia((m +ao)g/m) 时 , 问题 


一 作风 二 0 十 oj 心 
| m ) PEW (5.2.2) 
w= 0, TEON 
有 唯一 正解 , 记 为 wu*. 
5.2.1 ”共存 解 的 存在 性 
我 们 先 给 出 共存 解 的 先 验 信 计 . 
定理 5.2.1 假定 (u,v) 是 问题 (5.2.1) 的 共存 解 , 则 有 
u(T) < OZ <a，0(zZ) <v(r) < 人 十 Jo) < (m+ a)b VriES. 


7 Ti 


此 外 ,， 当 a > 和 i((m 十 a)0bp/m) 时 , 还 有 UU > u*, 其 中 u*， 是 问题 (5.2.2) 的 唯一 正 


—Au <u(a—u), TE WN, 
—Av > vb—v), TESN, 


vu 二» = 0, TEON. 
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直接 利用 习题 3.7 得 , wu < 9. 上 面 的 不 等 式 又 说 明 v 是 问题 


(5.2.3) 


的 一 个 正 的 严格 上 解 . 因为 | < 0, 先 对 问题 (5.2.3) 利用 上 下 解 方法 , 再 利用 


正解 的 唯一 性 , 最 后 利用 强 极 值 原理 , 便 可 推 知 v > 9.、 


这 说 明 v 是 边 值 问题 


-Av=v (0- 一 ) TE 1f2， 
m+a (5.2.4) 


的 一 个 正 的 严格 下 解 。 直接 验证 知 , 人 《9, 是 问题 (5.2.4) 的 正解 . 利用 习题 3.7 


叉 得 ， UV < 站 Op. 
第 二 个 绪论 的 证 明 留 作 习 题 . 证 毕 . 
为 了 后 面 的 需要 , 我 们 引进 辅助 问题 : 


mm 二 a 


] 十 mivu 
-Av=v (2- 一 ) T E (2， (5.2.5) 
m+tu 
u 一 1 一 0. TZ E Of/， 
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其 中 C 是 适当 大 的 正常 数 . 那么 玉 (w,v) : [0,1 x D 一 *W 是 正 的 紧 算 子 . 对 于 固 
定 的 te [0,1], 显而易见 , 求解 问题 (5.2.5) 的 非 负 解 等 价 于 在 W 中 寻找 算 子 FH 的 
不 动 点 . 方便 起 见 , 记 下 = 所 . 另 一 方面 , 求解 问题 (5.2.1) 的 共存 解 等 价 于 寻找 算 
子 FF 的 正 不 动 扩 . 

对 于 固定 的 te [0,1], 假设 (w,v) 是 问题 (5.2.5) 的 非 负 解 , 同 于 定理 5.2.1, 我 
们 有 


] 1 
ubu <a, Ov < 一 (mm 十 at)05 < 一 (mm 十 Q)b， (5.2.6 ) 


即 (w,v) e D. 从 而 度 degw(I 一 Fi, D) 有 定义 , 且 由 同 伦 不 变性 知 , 度 degw(I 一 
玉 , D) 不 依赖 于 te [0,1]. 另 一 方面 , (0,0), (9。,0) 和 (0,9。) 是 问题 (5.2.1) 仅 有 的 
平凡 解 和 非 负 半 平 凡 解 . 同 于 5.1 他, 我 们 有 

引 理 5.2.1 假定 a,b> 入. 则 

(1) degw (1 — F, D)= 1: 

(2) indexw (F, (0,0)) = indexw (F, (00)) = 0; 

(3) 若 a > 5b, 则 indexw(F (0,06)) =0. 若 a<b, 则 indexw(F, (0,06))=1. 

同 于 5.1 节 , 可 以 证 明 下 面 的 两 个 定理 . 

定理 5.2.2 假定 a>b> Xi, 则 问题 (5.2.1) 至 少 有 一 个 共存 解 . 

定理 5.2.3 ”对 于 固定 的 > Xi, 存在 正 数 bo 满足 Ni < bo <b, 当 a E€ [bo, oo) 
时 问题 (5.2.1) 有 共存 解 , 且 当 ae (bo, b) 时 间 题 (5.2.1) 至 少 有 两 个 共存 解 . 

证 明 留 作 习 题 . 

本 节 的 主要 目的 是 固定 5 > Xi, 视 a,m 为 参数 , 讨论 当 m 很 大 而 a 落 在 一 个 
适当 的 区 间 内 时 , 共存 解 的 多 解 性 、 精 确 个 数 和 稳定 性 . 如 果 没 有 特殊 说 明 , 我 们 
用 M, M(e) 等 来 表示 不 依赖 于 a 的 正常 数 . 


5.2.2 ”共存 解 的 渐 近 性 质 和 估计 


为 了 陈述 和 证 明 本 忆 的 主要 定理 , 我 们 先 讨 论 共 存 解 的 疗 近 性 质 和 信人 夺 , 即 下 
面 的 系列 引 理 . 


以 及 m > M 时 , 问题 (5.2.1) 有 共存 解 (0) 且 满足 


Ga-_e/2 < 4/ < Oo, Oo < V) < 0 上 +e/2. 


证 明 为 了 证 明 该 引 理 , 只 需 验 证 


《7 万 ) 一 (0。， OA+e/2)， 《 v) 一 (Qa_e/2; Ob ) 
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1 
Tu (5.2.7) 
A0+5 (0- ;) <0 T E (2 
110 十 也 
Aa+z(t- 一 = ) >0 ZE 人 
7 十 包 
取 
20p. 
M (e) =max | et sup 一 Ca | 
上 Ee0a_e/2(7) 


通过 简单 的 分 析 和 计算 知 , 只 要 m > M(e), 式 (5.2.7) 中 的 所 有 不 等 式 都 成 立 . 证 
毕 . 

引 理 5.2.3 ”存在 正常 数 M, 当 mm > MM 时 , 对 所 有 的 a 之 b 以 及 tE1[0,1], 问 
题 (5.2.5) 的 任意 共存 解 (4,v) 都 满足 以 > OQ(p+A1) /2: 

证 明 ”采用 反 证 法 . 如 果 结 论 不 成 立 , 则 存在 序列 mi 一 , co, a; > b, ti € [0,1] 
以 及 问题 (5.2.5) 对 应 于 (a,m,t) = (ai 去) 的 共存 解 { (Wi, vi)} 使 得 wu; > 
gb)2 不 成 立 . 我 们 分 几 种 情况 来 导出 矛盾 . 

情形 1 t; 一 > to € [0,1). 利用 估计 式 (5.2.6) 知 , vi < (mi 十 aiti)96/mi. 骨 利 用 
9。< 上。，b 推 得 


>ui(tb 一 to0bp 一 Ui ) (5.2.8) 


对 任意 给 定 的 小 于 1 且 靠 近 1 的 +* 以 及 所 有 充分 大 的 i 都 成 并 .从 而 vi 综 名 ,其 
中 名 是 问题 


(5.2.9) 
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0 十 入 l tOp bi+Ai t;0p 
一 | | 1 一 -一 一 -一 |] -一 -一 一 5.2.10 
2 “2 ( mi(1 十 5 2 ] 十 maw | 
因为 a; >b> Ai 0<<t 1, mi 一 > oo, 所 以 存在 e > 0, 当 i 充分 大 时 有 
2 
a: [1— 让 2 十 1 > E. (5.2.11) 
mi(l 十 miui) 2 


注意 到 bb， 一 并 且 tp 在 12 上 连续 ， 故 存 在 0 > 0, 使 得 在 (25 := {z <c 1 : 
d(7, 00) < 56} 上 9。 < e. 从 而 在 仿 上 态 0/L+rniu) <e 对 于 所 有 的 i 都 成 立 . 
又 因为 在 Q 上 wi Zz 名 > 0, 所 以 当 ; 充分 大 时 ,在 QU 人 上 二 0 十 rpiui) <e. 
故 当 i 充分 大 时 ， 

tiQo/(l+miui) <e, VreEen. 
此 式 结 合式 (5.2.11) 和 式 (5.2.10) 便 推 得 , 当 i 适当 大 时 ， 


ts (ms 十 aiti Oo b++Ai 
> . 
mi(l 十 mi ) 2 


再 由 式 (5.2.8) 中 的 第 一 个 不 等 式 , 当 i 适当 大 时 , 有 


一 At > ui [|(b + 入 1)/2 一 Ui| ， TEf, 
ui; = 0, TEON. 


Li 一 


根据 问题 (3.5.1) 的 正解 的 唯一 性 , w > bo+ yy2. 此 与 反 证 法 中 的 假设 矛盾 . 
情形 2 ti 一 * 1 且 au 一 oo. 利用 式 (5.2.8) 的 第 二 个 不 等 式 知 , 对 于 任意 固定 
的 适当 大 的 a*, 存在 io 适当 大 使 得 对 所 有 的 ;> io, 有 


条 


一 人 ?ui 之 Li |aill 一 by /mi) 一 ti0p 一 ui | 之 ui(a”™ 一 Op 一 Ui ). , 


同上 可 得 ww > w*, 其 中 w* 是 a = a*, g(z) = 96(z) 时 问题 (5.2.9) 的 唯一 正解 . 同 
上 可 以 寻 出 矛盾 . 
情形 3 ti 一 1 且 ai 一 a €(b,00). 记 
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所 以 vi 一 > 0 点 氮 成 立 . 利用 标准 的 椭圆 型 方程 的 正则 性 理论 和 骸 入 定理 知 , 在 
C- (12) 中 Li 一 如. 

我 们 断言 , 必 存 在 正常 数 a 和 子 序 列 , 仍 记 为 {ui 
不 然 , 则 wi 一 > 0 在 9 上 一 致 成 立 . 记 


对 的 方程 和 让 正则 性 理论 和 藤 入 定理 可 以 推出 , 在 C1(0) 中 一 > 鲜 0,] 记 |w = 


(7 
vu 一 0, TEON 


的 非 负 非 平 凡 弱 解 . 因为 he Zee(D), 所 以 对 于 任何 1 <p < co 有 ie Wi3?(0). 
利用 弱 解 的 Harnack 不 等 式 (定理 B.1.10) 推 知 , 在 Q 内 计 > 0. 再 利用 定理 2.2.6 
得 , a = 和 (96bh) < Xi(0) = b. 此 于 a >z 的 条 件 矛 盾 . 

从 而 存在 正常 数 a 和 子 序列 , 仍 记 为 {wi},_,, 使 得 will > a. 对 wi 的 方程 
利用 正则 性 理论 和 艇 入 定理 , 不 妨 认 为 在 C1(f) 中 ui 一 > u, 且 忆 是 问题 


的 一 个 非 负 解 ， ul 之 a > 0. 根据 Harnack 不 等 式 , 在 f 内 w > 0. 因为 m; 一 > o%， 
所 以 在 8 的 任何 一 个 紧 子 区 域内 h; 一 > 0 一 致 成 立 . 因此 h = 0, 从 而 w= 06. 又 
因为 6。> 90464a1)2, 并 且 在 C1(f) 中 wi 一 * wv, 故 当 i 适当 大 时 , 有 wi > 0(64a1) 2: 
此 与 反 证 法 中 的 假设 予 盾 . 
情形 4 t 一 1 且 ui 一 b+. 如 果 存 在 子 序列 , 仍 记 为 {ui},_,, 使 得 ||uil|w > 
a > 0. 同 于 情形 3 的 讨论 便 可 推 得 在 C1(P) 中 wi 一 > 06. 同上 可 以 导出 矛盾 
从 而 有 jwillw 一 * 0. 这 里 采用 情形 3 的 讨论 中 的 记号 . 同 于 情形 3 的 讨论 , 在 
C1(n) 中 让 一 二 > 0, 并 且 应 是 问题 


人 
(5.2.12) 
v= 0, TEON 


的 解 . 用 际 滋 以 9。 的 方程 ,用 9。 乘 以 问题 (5.2.12) 中 的 方程 , 并 在 Q 上 积分 , 再 
把 所 得 结果 联 立 得 
| ibr (1 — h)=0. 
《2 
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因为 h < 1, 由 上 式 知 hh=1, 故 鱼 = 0 /ll9sllo. 
用 096 /llwuill2%。 乘 以 wi 的 方程 用 2/lluill。 乘 以 9。 的 方程 , 并 在 -QQ 上 积分 , 再 
把 所 得 结果 联 立 , 又 得 


1 一 b ~ 0 i ht; 1 一 ~ ~ 
/ baiidz= | boi(hitivi — 06) -m | 0 hidz 十 | Ooiis dz 
12 12 《2 人 2 


<| Ooiihiltivi — O06) — Mm; O07 i hidz +| Opiis dz (5.2.13) 
12 $2 


记 wi = (ui 一 06)/jwuillw, 那么 wilan = 0. 注意 到 0 < t; < 1, vi > 96。, 直接 计算 有 


于 是 当 i 适当 大 时 ， 


—Awi & [b—20,+o(l)lwi+o(l), ZE Q. 


因为 wilap = 0, 算 子 一 A 十 296 一 b 可 道 , 故 w; 有 一 致 上 界 . 注意 到 mi 一 > o0, hi 一 
1, 一? 95/ 上 9bl|oo, 利用 不 等 式 (5.2.13) 便 可 推 知 当 i 充分 大 时 , 有 a; < b. 这 是 一 
个 矛盾 . 引 理 得 证 . 

引 理 5.2.4 “对 任 给 的 > Ai 和 适当 小 的 正常 数 or 存在 正常 数 M = M(o), 
当 m >M 和 a >b 时 , 问题 (5.2.5) 的 共生 二 (u,v) 满足 wu 之 90_o. 


5.2 一 个 带 有 Holling II 型 响应 函数 的 捕食 模型 .177 . 


为 了 证 明 我 们 的 结论 , 只 需 验 证 


为 使 上 面 的 不 等 式 成 立 ， 只 需 


1 1 
agb < FOm Oa(1-0) 9 < smobal1—o) (5.2.14) 


Oo(1-0) 
Ov lan 


< 0, 故 当 m 适当 大 时 , 式 (5.2.14) 


由 于 00601_o) > O60(1-0); O601-o)|o > 0 


的 第 二 个 不 等 式 成 立 . 
由 定理 3.5.1 的 结论 (1) 知 , go/a 关于 a 是 严格 递增 的 , 故 存在 正常 数 Co, 使 


得 % < Co-aG-a) 对 于 所 有 a > 1 成 立 . 故 当 m 适当 大 时 , 式 (5.2.14) 的 第 一 个 不 


等 式 成 立 . 引 理 证 毕 . 

当 a 和 mm 都 很 大 时 , 为 了 获得 共存 解 的 唯一 性 和 稳定 性 , 我 们 还 需要 下 面 的 
引 理 . 

5| 理 5.2.5 ”存在 适当 大 的 正常 数 4 和 1M, 当 a>4 及 >M 时 间 题 (5.2.1) 
的 共存 解 是 线性 稳定 的 . 

为 了 证 明 上 面 的 引 理 , 需要 运用 引 理 5.2.4 以 及 下 面 的 引 理 . 


(2) 在 8 的 任意 紧 子 集 上 , mivi/(mi 十 Wi) 一 致 收敛 到 0 . 
证 明 (1) 根据 定理 5.2.1 以 及 引 理 5.2.4, 对 任意 给 定 的 适当 小 的 正常 数 o 和 
所 有 适当 大 的 i, 有 


Madi (mi + ai)O0o (7ni 十 ai)Ob 


< A 
mtu mtu mt,_o 


由 定理 3.5.1 的 结论 (1), 存在 常数 Ci > 0, 使 得 a;0。< C10。,_s 对 所 有 适当 大 的 ; 
成 立 . 从 而 存在 常数 C。 > 0, 使 得 
(ms; 十 ai )0b 
172i 十 Qa,_o 
再 结合 不 等 式 (5.2.15) 知 , mivi/(mi 十) 在 0 上 一 致 脐 . 
(2) 取 5 > 0 适当 小 , 2* 是 2 的 任意 紧 子 集 . 结合 估计 式 (5.2.15) 以 及 定理 
3.5.1 的 结论 (5), 对 所 有 适当 大 的 i 


Ti Us 


(5.2.15) 


< Cs, vren. 1 > 1. 


< (1+6)% (5.2.16) 


772; 十 WU; 
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在 00* 上 一 致 成 立 . 
对 于 0<e< 安 1, 记 f= {zx € 0:d(z,00) > e}. 利用 引 理 5.2.4 和 定理 3.5.1 
的 结论 (5) 推 知 , 对 于 充分 小 的 5 和 充分 大 的 i, w 是 下 述 问题 


a = 二 b 和 1 = f2 时 的 唯一 正解 . 另 一 方面 , 由 于 当 < 一 0 时 人 一 由 故 当 e 一 * 0 
时 % ce 一 > 06 在 2* 上 一 致 成 立 . 于 是 


Wi 之 [mi 十 (1 一 6 )(a; 一 6)|(1 一 0 )0p /mi 


在 0* 上 一 致 成 立 , 进而 推出 (如 有 必要 , 选取 更 小 的 6) 


mv mt Om OU 0 (| gy)30, (5.2.17) 
Ti 十 Ui mi 十 Qi 


在 Q2* 上 一 致 成 立 . 由 5 > 0 的 任意 性 以 及 估计 式 (5.2.16) 和 (5.2.17) 知 , 第 二 个 
结论 成 立 . 证 毕 . 


引 理 5.2.5 的 证 阴 ”假设 结论 不 成 立 , 则 存在 a;, ;一 oo, 复数 ; 和 光 背 孙 
数 (&;,m), 满足 : ji 的 实 部 Re pi < 0，||&i|2 十 mill2 = 1, 以 及 


一 Ag 一 (Qi 一 LUi 一 fi) 4i 十 9i71 = Miti, TE 12, 


—Am— (0— fi)n— giéi = Wim, TE WN, (5.2.18) 
Ei 一 ME 一 9 心 C Of, 
其 中 (Wi, Vi ) 是 问题 (5 2 1) 当 (a, 7 ) 一 (ai mi ) 时 的 共存 解 ， 
Ui Ui * 2772i Vi 机 17725077 
fi = 2) Yi 一 ) fi = ， gi 一 2 
(1 十 Ti ) ] 十 i Us 772i 十 Ui (ms 十 Ui ) 


同 于 定理 5.1.6 的 证 明 , 我 们 有 
ji = | (Ivél + vml?)dz — | (a — 2 — fi) [Eil2dy 


12 
+/ gitin’; -| (一 方 ) mil dz -| gq; €imhidz. (5.2.19) 
12 12 12 
. miu 
on 9 mili+miu 


2 
1 1777 9) 
lim j= lim 赤 ( 二 一 0. 
1 一 OO 1 一 Oo Tj; \ Mi Us 


5.2 一 个 带 有 Holling II 型 响应 函数 的 捕食 模型 .179 . 


由 式 (5.2.19) 推 知 Im yi 一 > 0. 为 了 书写 方便 , 分 别 用 ER, nR, 1 和, ni, pl 表 
示 &, mi, Li 的 实 部 和 虚 部 . 先 在 问题 (5.2.18) 中 & 的 方程 两 边 取 实 部 , 而 后 两 边 
乘 以 ££, 再 在 ?2 上 积分 得 


由 于 wi/(1 十 miui) 一 ?> 0, 1 一 0, pyR < 0, 并且 &,ni 在 2(f) 中 有 界 , 从 上 面 的 不 
等 式 可 以 推出 存在 正常 数 C, 当 i 适当 大 时 有 


RI2 | 加 Ui RI2 < 
, |Vé: |“dz A (« 2 C1 二 [dz 入 C 
同 理 可 得 
T12 加 加 加 Ui IT19 一 
vara Le 2 [I my ; ) ghar < C, iS>1. 
于 是 


根据 特征 值 的 变 分 刻画 , 我 们 有 
和 1 (2ui 一 Qi ) | “dz < | [VvVéil dz 十 [ (2u; 一 Qi ) [idz < C. 


利用 引 理 5 2.4 对 于 适当 小 的 v > 0 当 i 适当 大 时 有 ww > 9。_。. 这 样 从 上 式 又 
推出 


入 1 (20。_v 一 ) | Iléi|*dz < 入 ] (2 一 oa/ idz < C. (5.2.20) 
2 2 
由 定理 3.5.2 中 的 不 等 式 (3.5.7) 又 得 (注意 , 那里 的 ko > 1), 当 i 一 co 时 有 


和 1(20。_v 一 ai) = MN(200,_o) — ai > ko(ai — 0o0)— Qi— 00. (5.2.21) 


从 式 (5.2.20) 和 式 (5.2.21) 容易 看 出 ||&i||2 一 > 0, 从 而 Ini||2 一 > 1. 
用 元 滋 以 i 的 方程 , 再 积分 得 
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两 边 取 实 部 又 得 
py 
et 2 __ 人 2 2 2d 
1 Mi dz [Vml’dz | ( 元 ee dz 
Miv? _AR 
-| a (ésihi) do (5.2.22) 


因为 &, ni 在 L2(Q) 中 有 界 , ma 一 1, 2mivi;/ (mi 二 wi) 一 致 有 界 , 并 且 maw2/(mi+ 
由 )2 一 ”0, 由 上 式 推 知 , 存在 正常 数 C 和 io, 使 得 


Wi > —O, V1 之 %0. 


前 面 已 经 推出 jy! 一 > 0, 因而 ju; 有 界 . 注意 到 miw2/ (mi 十 wi)? 一 > 0, 利用 式 (5.2.22) 
我 们 有 


由 此 不 难 推 出 ||Vn;l|。 有 界 . 故 可 假设 jv; 一， 1, Re < 0, 在 Hi(f) 中 Di— , 在 

(2) 中 % 一 7. 由 于 上 十 ||millz = 1, 并 且 |&ijl2 一 0, 所 以 Inllz = 1. 利用 5 引 
理 5.2.6 的 结论 (2) 以 及 miw2/(mi 十 tw)? 一 0, 从 问题 (5.2.18) 的 第 二 个 和 第 三 个 
方程 便 可 推 知 , 7 是 问题 


的 非 负 非 平凡 弱 解 . 根据 椭圆 型 方程 的 正则 性 理论 和 强 极 值 原理 义 知 , 7 是 上 述 问 
题 的 正 古典 解 . 因此 1/ 是 实数 并 且 j > Xi(20 一 8) = Xi( 一 5) = 0. 得 到 一 个 矛 
盾 , 引 理 得 证 . 


5.2.3 ”共存 解 的 多 解 性 、 精确 个 数 与 稳定 性 


有 了 上 一 小 布 的 准备 工作 , 现在 我 们 讨论 当 m 适当 大 时 , 共存 解 的 多 解 性 、 精 
确 个 数 与 稳定 性 , 其 主要 结果 是 下 面 的 定理 . 
定理 5.2.4 


时 , 问题 (5.2.1) 至 少 有 两 个 共存 解 
(2) 存在 正常 数 M, 当 m > M,a€ |[b,o00) 时 
且 还 是 线性 稳定 的 . 


5.2 一 个 带 有 Holling II 型 响应 函数 的 捕食 模型 . 181 ， 


证 明 (1) 用 反 证 法 . 当 a > Xi +e, 而 mm 适当 大 时 , 引 理 5.2.2 给 出 了 共存 解 
的 存在 性 . 如 果 存 在 mi 一 ? oo 和 ai € (和 1 十 e, 5), 当 (a,m) = (@i, mi) 时 问题 (5.2.1) 
只 有 一 个 共存 解 , 记 为 (iii, 计 ), 那么 由 引 理 5.2.2 知 (ii, 计 ) 满足 


lo =/2 < Ui < Oa, Op < Vi < Qop+e/2: 


不 妨 认 为 ui 一 ae 人 [Ni+e 相 .因为 当 痉 一 oo 时 , 在 区 域 
{ (uv) : Qa_e/2 入 人 入 bo dvs Gop+e/2} 


内 问题 (5.2.1) 的 极限 是 


一 Av = 一 V(a 一 2，ZE 1 
-Av=vb—v), rEnN, (5.2.23) 


v=» 二 0, T E Of 


而 问题 (5.2.23) 有 唯一 的 正解 并 且 还 是 线性 稳定 的 , 利用 正则 扰动 理论 ([23]) 知 , 当 
ai E (Ai 十 Ee,b), mi 适当 大 时 , (iii, 5;) 是 线性 稳定 的 . 同 于 定理 5.1.7 的 证 明 , indexw (, 
(zi,V;)) = 1. 根据 度 的 可 加 性 , 由 引 理 5.2.1 得 


l=degw(I— FF,D) 
~indexw (F, (ti, 5;)) + indexw (F, (0, 0)) 
+indexw (F, (0a,0)) + indexw (F, (0, 0 )) 
二 2. 


该 和 矛盾 说 明 绪 论 (1) 成 立 . 

下 面 证 明 结论 (2). 由 引 理 5.2.2 知 , 问题 (5.2.1) 至 少 有 一 个 共存 解 . 取 和 单数 4 
由 引 理 5.2.5 给 出 . 

我 们 首先 考虑 ae [6, 4] 的 情形 . 利用 引 理 5.2.3, 同上 可 证 当 a e 也 4] 并 且 mm 
充分 大 时 , 问题 (5.2.1) 的 任意 共存 解 都 是 线性 稳定 的 . 


记 
Do = { (WU,v) Ebh: OQ(p+A1) 2/2 <u< 2a, 06/2 < < 2b}, 


则 存在 充分 大 的 C, 使 得 对 所 有 的 te [0,1], 算 子 映射 Do 到 W (其 中 常数 C 
和 算 子 i 由 5.2.1 节 给 出 ). 显然 , (u,v) 是 问题 (5.2.5) 在 Do 内 的 解 当 且 仅 当 它 是 
局 在 Do 内 的 一 个 不 动 点 . 根据 度 的 同 伦 不 变性 , 有 


degw (I — FF, Do) = degw(I — Fo, Do) = indexw (Fo, (00,06))= 1. 
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另 一 方面 , 利用 引 理 5.2.3 知 , 当 m 充分 大 时 算 子 F 的 不 动 点 都 属于 Do. 上 面 
已 经 说 明 这 些 不 动 点 必 是 线性 稳定 的 , 再 利用 紧 性 方法 可 知 这 些 不 动 点 的 个 数 必 是 
有 限 的 , 记 它们 为 {(wi, vi)}*_，. 同 于 定理 5.1.7 的 证 明 , 对 每 个 有 indexw(F, (wi 
vi)) 二 1, 于 古 


k 
1 = degwuw(I 一 F. Do) 一 > indexw (F, (Wi, Vi)) 一 k. 
二 1 


因而 当 ae [b, 4] 并 且 m 充分 大 时 , 问题 (5.2.1) 有 唯一 的 共存 解 . 

其 次 考虑 a € [4, oo) 的 情形 . 根据 引 理 5.2.5, 当 MM 充分 大 时 间 题 (5.2.1) 的 
共存 解 都 是 线性 稳定 的 . 同上 可 证 这 些 共存 解 的 个 数 有 限 , 记 为 {(wi, wi)}f_1, 且 对 
每 个 i 都 有 indexw(F, (wi,vi)) = 1. 由 度 的 可 加 性 以 及 引 理 5.2.1 可 知 ， 


k 
一 3 indexw (FP, (Wi, Vi) ) 十 indexw (F, (0a, 0)) 
2? 一] 


+indexw (FF, (0, 0,)) + indexw (F, (0, 0)) 
一 大 . 


由 此 即 得 共存 解 的 唯一 性 . 定理 得 证 . 

采用 文献 [24] 的 方法 , 我 们 还 可 以 证 明 下 面 的 结果 : 

定理 5.2.5 固定 b> 和, 则 存在 充分 大 的 正常 数 M = M(b), 当 m > M 时 
存在 唯一 的 常数 5 二 6(m) < (A1,b) 满足 lim a(m) = 和 1, 并且 下 面 的 结论 成 立 : 

(1) 问题 (5.2.1) 有 共存 解 当 且 仅 当 a > 6 

(2) 若 a = 6 或 者 a € (boo), 那么 问题 (5.2.1) 有 唯一 的 共存 解 . 特别 地 ， 当 
a E (b, 00) 时 , 该 共存 解 还 是 线性 稳定 的 ; 

(3) 若 ae (6,b), 那么 问题 (5.2.1) 至 少 有 两 个 共存 解 . 特别 地 ， 当 b < 和 A2 时 ， 
问题 (5.2.1) 恰好 有 两 个 共存 解 , 一 个 是 线性 稳定 , 另 一 个 不 是 线性 稳定 . 这 里 的 2 
是 在 0 上 算 子 -A 带 有 齐 次 Dirichlet 边界 条 件 的 第 二 特征 值 . 

由 于 该 定理 的 证 明 非 常 复杂 , 已 经 不 适合 作为 讲课 内 容 , 故 略 去 . 有 兴趣 的 读 
者 可 以 参看 文献 [24, 25]. 
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5.4 利用 锥 上 的 拓扑 度 理论 研究 捕食 模型 的 Dirichlet 边 值 问题 


—Au=ula—u—b), TEN, 
—Av=v(c—v+ku), TE 人 


vu =» = 0, TEONW 


共存 解 的 存在 性 , 并 与 习题 3.8 作 比 较 , 分 析 上 下 解 方法 和 拓扑 度 方法 的 优 劣 性 . 这 
里 的 a,b,c 和 上 部 是 正 汕 数 . 

证 明定 理 5.2.1 的 第 二 个 绪论 , 即 证 明 当 a > Xi(m 十 a)96/m) 时 , 有 
* 是 问题 (5.2.2) 的 唯一 正解 . 


第 6 章 ”方程 组 的 齐 次 Neumann 边 值 问题 


模式 (pattern)， 又 称 为 斑 图 , 是 在 空间 或 时 间 上 具有 某 种 规律 性 的 非 均匀 宏 
观 结构 , 它 普 遍 存 在 于 自然 界 中 . 形形色色 的 模式 结构 , 构成 了 多 姿 多 彩 、 干 媚 百 
态 的 世界 . 因而 了 解 模式 形成 的 原因 及 机 制 , 对 于 揭 开 目 然 界 形成 之 谜 具有 重大 
意义 . 

1952 年 图 灵 (A. Turing) 在 他 的 著名 论文 “形态 形成 的 化 学 基 ”[29 一 文中 , 用 
一 个 反应 扩散 模型 成 功 地 说 明了 某 些 生 物体 表面 所 显示 的 图 纹 (如 斑马 身上 的 斑 
图 ) 是 怎样 产生 的 . 

在 图 灵 提 出 的 反应 扩散 体系 (方程 组 ) 中 , 由 体系 内 在 的 反应 扩散 特性 所 引起 
的 空间 均匀 态 失 稳 , 导致 了 对 称 性 破 缺 (空间 平移 对 称 破 缺 ), 从 而 使 体系 自 组 织 出 
一 些 空间 定 态 图 纹 . 这 个 过 程 及 其 所 形成 的 图 纹 分 别 被 后 人 称 为 图 灵 失 稳 (图 灵 分 
岔 ) 和 图 灵 模 式 . 图 灵 模 式 产 生 的 “原因 ”, 是 一 个 非 线 性 反应 动力 学 过 程 (如 目 催 
化 、 目 禁 阻 过 程 ) 与 一 种 特殊 的 扩散 过 程 的 耦合 . 这 个 特殊 的 扩散 过 程 , 要 求 系统 
中 活化 子 的 扩散 速度 远 小 于 禁 阻 子 的 扩散 速度 , 也 就 是 说 活化 子 的 扩散 系数 远 小 于 
禁 阻 子 的 扩散 系数 . 

现在 用 数学 语言 来 解释 本 章 将 要 介绍 的 一 种 图 灵 模 式 一 一 由 扩散 导致 的 非 均 
习 平 伤 态 (非常 数 正平 衡 解 ). 考虑 带 有 齐 次 Neumann 边界 条 件 的 反应 扩散 方程 组 


ut — di1Au = f (u,v), rE,t>O, 


其 中 w(z,t) 和 w(z,t) 表示 两 种 物质 的 分 布 密度 (浓度 ), di 和 ds 是 扩散 系数 , f(u,w) 
和 g(w,v) 是 描述 两 种 物质 关系 的 反应 函数 . 当 两 个 扩散 系数 之 比 很 大 时 , 正常 数 
平衡 解 的 稳定 性 会 发 生 改 变 , 由 稳定 (对 相应 的 常 微分 方程 组 而 言 ) 变 为 不 稳定 (对 
于 反应 扩散 方程 组 而 言 ), 并 且 反 应 扩散 方程 组 有 非 均匀 平衡 态 (非常 数 正平 衡 解 ). 
这 一 性 质 与 持 述 单个 物质 的 反应 扩散 方程 的 性 质 大 相 径 庭 . 这 种 非 均 习 平 衡 态 是 一 
种 特殊 的 图 灵 模 式 , 也 称 为 扩散 导致 的 模式 . 

本 章 绪 合 两 个 具有 代表 性 的 例子 , 利用 抽象 的 拓扑 度 理论 和 先 验 信 计 , 介绍 扩 
人 散 寻 致 的 模式 的 研究 方法 . 通过 这 两 个 例子 , 读者 还 可 以 学 习 和 掌握 一 些 处 理 非 线 
性 偏 微分 方程 的 方法 和 技巧 . 


6.1 和 常数 解 处 的 指数 计算 .185 . 


6.1 和 常数 解 处 的 指数 计算 


利用 拓扑 度 方法 或 分 文理 论 研 究 椭 圆 型 方程 (组 ) 解 的 存在 性 , 其 中 最 重要 的 
一 步 是 计算 指数 (不 动 点 指数 、 零 点 指数 ). 本 节 给 出 椭圆 型 方程 组 的 齐 次 Neumann 
边 值 问题 在 孤立 正常 数 解 处 的 不 动 点 指数 的 计算 框架 , 把 复杂 的 特征 值 的 计算 转化 
为 判断 一 个 简单 的 多 项 式 的 符号 . 

取 m 是 正 整 数 , 设 8,G : RT 一 及 mm 分 别 是 二 次 和 一 次 连续 可 微 函数 , 并 且 
对 所 有 wu € RmT, 矩 阵 B,(w) 的 行列 式 大 于 零 (由 此 知 逆 矩 阵 B71(w) 存在 ). 考虑 强 
精 合 方程 组 的 齐 次 Neumann 边 值 问题 


| AGSlu) = Gu), TEN, 

A (6.1.1) 
7 = 0， T E Of 

其 中 Q C Rn 是 有 界 光 滑 区 域 ,> 是 62 上 的 单位 外 法 问 量 . 利用 拓扑 度 理论 研究 问 
题 (6.1.1) 的 非常 数 正解 的 存在 性 , 需要 计算 与 问题 (6.1.1) 对 应 的 算 子 方程 在 正常 
数 解 处 的 指数 (不 动 点 指数 或 零点 指数 )， 计算 这 种 指数 的 关键 是 研究 问题 (6.1.1) 
在 该 正常 数 解 处 的 线性 化 问题 的 特征 值 . 


定义 


x={uelc (a: =0, se 00, i=1, s,m) 


X = 一 (EX: ui(T) > 0, ZE 人 2 一] .…. ,972 
B(C)= {veX: CY <uirz)<O, TE NN, iL=1,..- ,m+, C>0. 


因为 对 所 有 非 负 的 wu, 矩阵 B,(w) 的 行列 式 是 正 的 , 所 以 B(w) 的 逆 和 矩阵 Bi 7(w) 


存在 并 且 其 行列 式 也 是 正 的 . 因此 , 正 函数 v 是 问题 (6.1.1) 的 解 当 且 仅 当 v 是 算 
子 方程 


由 于 (-) 是 恒 同 算 子 的 一 个 紧 摄 动 ， 所 以 对 任意 的 B = B(C), 只 要 在 0B 上 
fF(u) 0, Leray-Schauder 度 deg (大 (小 B, 0) 就 有 定义 . 
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假设 主 = ( 刘 ,iim) >0( 即 让 > 0 对 所 有 的 1 < i < m) 是 代数 方程 组 
G(u) = 0 的 孤立 解 , 那么 坪 是 问题 (6.1.1) 的 正常 数 解 , 从 而 是 下 (wu) 的 正常 数 零 
凡 , 也 是 算 子 1 一 下 的 正常 数 不 动 点 . 直接 计算 知 


Fd) =I- (I-A) [gS (Gu(i) + 1. 


如 条 五.( 包 可逆, 即 0 不 是 五 (人 的 特征 值 , 那么 了 一 下 在 后 立 处 的 不 动 尽 指 数 
存在 并 且 


index(T — fF(:), &) = (—1),, 


其 中 7 是 五 人) 的 所 有 负 特 征 值 的 代数 重 数 之 和 (定理 4.4.1). 

除非 特别 说 明 , 本 章 思 假设 0= ji < yz <…< pi<… 是 鼻子 -A 在 @Q 上 
珊 有 齐 次 Neumann 边界 条 件 的 全 部 特征 值 , BE(ji;) 是 由 ji 对 应 的 特征 函数 张 成 的 
子 空间 . 

记 mi 是 ui 的 重 数 , 即 m; = dim BE(ji)， 义 设 {9i7 }71 是 EB(j;) 的 基 , 即 
[sj 是 与 ys 对 应 的 线性 无 关 的 特征 函数 的 全 体 . 定义 


A i 一 {c 内 :CE RR™}, Ai 一 OD Xi 
7 二 1 


第 一 步 ”证明 Xi 是 五 ( 女 的 不 变 子 空 间 , 从 而 X 是 五 ( 们 ) 的 不 变 子 空间 . 
为 了 书号 方便 , 我 们 证 明 Xa 是 五 (位 ) 的 不 变 子 空间 . 记 B = B71( 匀 Gu( 认 ) 十 
1 . 议 1 一 C fap C 和 ap) Fu(l)9 一 ua 则 有 


[7 一 人 一 A) ‘Blc Gap = », 
印 


(I A)c Gap 一 Bc Pap = (T — A)y, 
C ap + Hac Pap — Be Dap = (T — A)y. 


对 于 任意 的 % 上 ae, 用 $i;; 乘 以 上 式 中 的 第 上 个 方程 并 在 人 上 积分 得 
yh bijbapdz = | ew 一 AWk)0ijdz 
一 | Pi; VkdT 一 | Apij Vkd7 


人 (2 


其 中 bx 是 c 十 jac 一 Bc 的 第 个 分 量 , wx 是 多 的 第 上 个 分 量 . 注意 到 j; > 0, 由 
上 式 得 
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/ bij VkdI = 0, 
人 


故 18ij， 因为 [2(0) 中 的 任 一 元 素 都 可 以 分 解 成 \`》、\cugi 的 形式 , 所 以 


?一 7 二 1 


Wk = Ck gap， BH WE Aap-. 这 说 明 Aap 是 FL,(U) 的 不 变 子 空间 . 
第 二 步 ” 建 立 算 子 五.( 包 的 特征 值 与 一 列 矩 阵 的 特征 值 之 间 的 关系 . 
记 和 窍 阵 


1 
l+p 


对 于 任意 的 入 eC 和 ce Rm, 注意 到 (习题 6.1) 


M:; = iT 一 一 (GG,()]). 


-9ij, (6.1.2) 


假设 和 是 六 (i) 的 一 个 特征 值 , $ = 》`》 cugij 是 对 应 的 特征 函数 , 则 有 


i 二 1] 7 二 1 


(和 I 一 Adijcijdii 二 0. 


如 果 ci 关 0, 那么 和 是 Mi; 的 一 个 特征 值 , 对 应 的 特征 向 量 是 ci;. 由 于 全 少 存 在 
某 个 ci; 天 0, 故 入 一 定 是 某 个 矩阵 Mi; 的 特征 值 . 
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由 式 (6.1.3) 又 知 , 如 果 入 是 窍 阵 MM; 的 一 个 特征 什 , 对 应 的 特征 内 量 是 c, 那 
么 入 也 是 算 子 瑟 ,( 记 在 空间 X 上 的 一 个 特征 值 , 对 应 的 特征 函数 是 c 9;;, j = 
1,... ,ms;. 

上 面 的 讨论 也 说 明 , 厂 ( 人 是 可 逆 的 当 且 仅 当 所 有 的 矩阵 Mi 是 可 逆 的 . 

第 三 步 ” 对 于 固定 的 和 eC 和 9i;, 证 明 对 任意 的 ce Rm 和 任意 的 正 整数 1 
有 


DT 一天 (|iet =0 当 且 仅 当 (MT _ Mi)'c =0. (6.1.4) 


关于 ! 用 归纳 法 来 证 明 . 由 式 (6.1.3) 知 , 当 ! = 1 时 绪论 成 立 . 假设 1=% 时 
结论 对 于 任意 的 ce Rm 成 立 . 对 于 ! = 十 1 利用 式 (6.1.3) 直接 计算 得 


epis= [A — FW) [AT — Fli))e pi 


= [XT 一 F,(i)] "(Al — Mi)c $ij (6.1.5) 


IT 一 万全 | 


如 果 [AT 一 五 ( 仆 ] egj = 0, 根据 式 (6.1.5), 我 们 有 
AT — Fl(i)] AT — Mi)c gi; =0. 


由 归纳 假充 知 
(MT — Mi)tic= (NT — MMT— Mi)c=0. 


如 果 (A 和 T 一 Mi)*tic=0, 即 (AT 一 Mi)*(A 和 一 Mi)c = 0, 由 归纳 假设 知 
AI 一 F,(i)] "(AI 一 Mi)c Pi; 一 0. 


再 利用 式 (6.1.5) 得 [MT 一 瑟 (i)| cpi; =0. 

第 四 步 ” 算 子 五.( 记 的 负 特 征 值 生 成 的 特征 子 空间 的 转化 . 

为 了 计算 五 ,( 避 ) 的 负 特 征 值 的 重 数 , 我 们 把 (如 的 负 特 征 值 生成 的 特征 子 
空间 进行 转化 . 


由 于 lim Mi = 了, 故 存在 io, 当 i > io 时 , Mi 的 所 有 特征 值 的 实 部 不 小 于 1/2. 
所 以 当 i > io 时 , 任意 负数 入 都 不 是 Mi 的 特征 值 . 
定义 


4= {和 :入 是 五 (名 ) 的 负 特 征 值 }. 
如 果 入 e 4, 那么 


N (A 一 Ai 一 {0}, V1 > 0. (6.1.6) 


(=1 
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同时 由 第 二 步 的 讨论 知 
4 一 {A: 入 是 Mi 的 负 特征 值 } = {和 :和 是 M 的 负 特 征 值 } 
2 一 二 + 二 ] 


记 OO 
ES=| NOT- Fi)), 
l=1 


即 入 对 应 的 特征 子 空间 . 对 于 任意 $e X, 把 它 唯一 地 表示 成 


i 一 1 7 一 1 


其 中 cij e Rm， $i; 同上 . 因为 空间 Xi;; 是 五.( 包 的 不 变 子 空间 , 所 以 对 任意 的 
| > 1, 它 也 是 算 子 [NT 一 (| 的 不 变 子 空间 . 因此 ， 


bp EN Fi 


当 且 仪 当 
AI 一 万 全) Cij Oi; 一 0, V 1? 之 ] . ] 入 /7 < Ti. 


由 式 (6.1.4) 知 , 上 式 等 价 于 


AT— Mi)ci; =0, Vi>1,1<j<m. (6.1.7) 


特别 地 , 当 入 € 4, ge 五” 时 , 由 式 (6.1.6) 得 


Ci; = 0, Vi>%0,1<] < Mm:. 


于 是 
4 一 DD vsepE*, Meh. (6.1.8) 
i=1 j=1 
再 定义 
U* = |- Dost : Cij € Dvror-m , 
i=1 j= =1 
那么 


E*=U’*, vAelh. 


事实 上 , 注意 到 X;; 是 算 子 [MT 一 大 ( 划 | 的 不 变 子 空间 , 以 及 式 (6.1.4) 和 式 (6.1.8) 
同 于 上 面 的 推导 易 知 
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{cipij: 1<l<k,1<ij<m,iel,) (6.1.9) 
是 U^ 中 的 一 组 基 . 事实 上 , 对 于 任 给 的 we C^, 按照 定义 有 
由 一 SS cgi, 其 中 ci el jNHOQT- Mi) 
2 一 1 7 一 1 /一 1 
注意 到 当 ie I 时 , {c1,… , ci,} 是 U NT - Mi) 中 的 一 组 基 , 而 当 ig 凤 
" /一 1 


时 , LU .VCO - Mi)! = {0}, 故 有 
{==1 


大 入 
?Weil, iel, 
Cij 一 (=1 
0, i ¢ 人 入， 
从 而 有 、 
m:;: kk: 
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这 说 明 U^ 中 的 函数 可 以 用 式 (6.1.9) 中 的 函数 表示 . 
显然 式 (6.1.9) 中 的 函数 是 线性 无 关 的 , 因此 


又 因为 EB*^ = TU、 所 以 和 的 代数 重 数 


o(A) = dimE* = >, mike. (6.1.10) 


7Y 三 2》, 0(A) = 2, Dmik? 一 Dm 2, ko. / (6.1.11) 
定义 


H(u) = H(ii; yp):=det {uyI — $B (i)Gu(i)} 
= det {(p. — pai)T + (1+ pi)Mi}. (6.1.12) 


容易 看 出 和 = Tr 下 是 M; 的 特征 值 当 且 仅 当 五 () = 0, 所 以 五 (yi) 关 0 当 且 仅 


当 Mi 是 非 退化 的 . 利用 多 项 式 的 根 与 系数 的 关系 易 知 : 当 五 (ji) 关 0 时 , 息 阵 Mi 
的 负 特 征 值 的 代数 重 数 之 和 是 奇数 当 且 仅 当 五 (ww) < 0, 即 


Dy 及 是 奇数 当 且 仅 当 互 (ui) < 0 
入 EA 
由 式 (6.1.11) 得 , 在 模 2 的 意义 下 
7 二 >》, Ts 


lgigio, H(ji)<0 


又 因为 当 i > io 时 , Mi; 没有 负 特 征 值 , 所 以 H(ji) = (1 十 ji)™detM; > 0. 因此 在 
模 2 的 意义 下 


这 样 就 得 到 下 面 的 定理 . 
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该 定理 把 指数 index (I 一 大 (.), 如 的 计算 转化 为 确定 那些 使 得 (jw) <0 的 
的 代数 重 数 之 和 . 由 于 


H(1) = det{ 一 ( 芭 } det {jy 8, (ti) — Gu (i)}, (6.1.13) 
日 det {G1( 缘 )} 是 正 的 ,为 了 计算 指数 index (I 一 下 (-), 说 ， 只 需 确定 那些 使 得 
det{1s $,, (i) 一 Gu (i)} <0 的 Mi 的 代数 重 数 之 和 . 
6.2 一 个 具有 约定 机 制 的 三 种 群 模型 


本 节 的 题材 选 目 文献 [27], 我 们 研究 下 面 的 具有 约定 机 制 的 三 种 群 模型 


dw _) 区 + Puw ) / (6.2.1) 


其 中 a, 6 和 都 是 正常 数 , u 和 w 是 两 种 猎物 的 分 布 密度 , w 是 食物 的 分 布 密度 . 
记 U = (www)T, 容易 看 出 方程 组 (6.2.1) 存在 正平 衡 态 U 当 且 仅 当 


rB>at+tpb, (6.2.2) 


; rb — (a+p) (6.2.3) 


本 节 总 假设 条 件 (6.2.2) 成 立 . 

下 面 考虑 非 均匀 分 布 的 情况 . 假设 8 是 R" 中 的 一 个 具有 光滑 边界 的 有 界 区 
域 . 如 果 认 为 物种 的 分 布 密度 不 均匀 , 那么 该 捕食 模型 可 用 如 下 反应 扩散 方程 组 的 
初 边 值 问题 来 描述 
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ut — diAu = Gi1(U), TERN,t>0, 
vt — d2Av = Go(U), TEH,,t>0,. 
Wt 一 d3Avw 一 Ca3(U )， Te (2, t> U， (6.2.4) 
Ou oO Ow 
0 TEON,t>0, 
u(z, 0), v(7, 0) w(7, 0) >0, TEW, 
其 中 
Ww 
G1(U) = ug(V), gl(U)= -lt 
UW 
Ga(U) = v92(U), ga(U) = a+ OL 
] 十 0)uv 
G3(U) = wgsa(U), gi1(UVU)=7r—w— + 全 


上 面 的 齐 次 Neumann 边界 条 件 表 示 系 统 是 封闭 的 , 即 物种 通过 边界 既 没 有 流出 也 
没有 流入 . 显然 7 是 问题 (6.2.4) 的 唯一 正常 数 平衡 解 . 

食物 为 了 自身 保护 会 采取 防御 措施 , 而 猎物 为 了 瓦解 食物 的 这 种 防御 措施 也 会 
采取 新 的 策略 . 为 此 我 们 引入 猎物 之 间 的 交错 扩散 . 因为 在 问题 (6.2.4) 中 两 种 猜 
物 是 互助 关系 , 我 们 仅 在 第 一 个 方程 中 引入 交错 扩散 项 


(eE 十 2 


着 v 的 密度 大 的 方向 运动 . 

本 节 我 们 将 证 明 : 

(1) 正常 数 平衡 解 7 对 于 常 微分 问题 (6.2.1) 和 偏 微 分 问题 (6.2.4) 而 言 , 关于 
正解 都 是 全 局 渐 近 稳定 的 , 从 而 问题 (6.2.4) 不 存在 非常 数 的 正平 衡 解 : 
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(2) 当 交 错 扩散 系数 很 大 (其 余 参数 固定 ) 或 者 扩散 系数 ds 很 大 (其 余 参 
数 固定 ) 时 , 问题 (6.2.5) 存在 不 是 常数 的 正平 衡 解 , 即 交 错 扩散 可 以 导致 非 均匀 平 
衡 态 

这 两 个 事实 说 明 : 对 于 该 模型 , 一 般 扩散 (“简单 ”扩散 ) 不 能 导致 非 均匀 平衡 
态 , 而 交错 扩散 可 以 导致 非 均匀 平衡 态 . 


6.2.1 U 的 全 局 渐 近 稳定 性 一 一 常 微分 问题 (6.2.1) 


设 U(t) = (w(t),v(t),w(t)) 是 第 微分 方程 组 (6.2.1) 的 正解 , BB w(t) > 0, v(t) > 
0, w(t) > 0, 容易 证 明 w(t), v(t) 和 w(t) 都 是 有 界 的 . 

定理 6.2.1 常 微分 方程 组 (6.2.1) 的 正平 衡 态 U 关于 正解 是 全 局 渐 近 稳定 
的 ， 即 


对 于 方程 组 (6.2.1) 的 每 个 正解 U(t) = (w(t),v(t), w(t)) 都 成 立 . 
证 阴 ”定义 


其 中 


(6.2.6) 


i J 


=p(u — gi(U)+ (Vv — Vg92(U) + aq(w — VV)ga(U) 
二 DU 十 QVC— rqgW 一 pu 十 av 一 ?gu 十 guw(U 一 已 )| 


uw gq(l + BB)wuv — BVuw 一 pivw (6.2.7) 
4 十 7 内 十 了 


_ (ae+D) 
D++B—gq(l+6)=0, Pt rT GF) 
2 2 
pa= pi, ql+Av= OD., ra + ow — Bi = Ao+h) 
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于 古 


gqg(l1 + 6)wuv — BYuw — pUvw 


一 QU 一 个 一 信 
pu 十 au 一 rqgw 十 guw(w 一 切 )| 十 ry 


=—pu— au 十 rgu 一 gw’ + gt 十 


根据 Lyapunov-LaSalle 不 变 原理 RB3, U 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 证 毕 . 


6.2.2 U 的 全 局 渐 近 稳定 性 一 一 偏 微分 问题 (6.2.4) 


本 节 将 证 明 无 论 扩散 系数 ddz,da 如何 变 化 , 对 反应 扩散 方程 组 的 初 边 值 问 
题 (6.2.4) 而 言 , 正常 数 平衡 解 UV 关于 正解 也 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 因而 这 种 简单 扩 
散 不 能 够 导致 非 均 匀 平 衡 态 , 即 不 能 导致 非常 数 正平 衡 解 的 出 现 . 这 里 采用 6.1 市 
的 记号 (相当 于 那里 的 m = 3). 

为 了 后 面 的 应 用 , 我 们 先 引 述 三 个 已 知 绪论 . 

命题 6.2.1 ([29, 3.5 节 的 练习 和 名) ”假设 1 C R" 是 有 界 光滑 区 域 , ai(7T,t) 和 
b(z,t) 都 是 连续 的 实 函 数 , 并 且 在 1 x 了 下、 上 有 界 , 而 是 问题 


L?(1)NL>(f), 并 且 |lu(,t)|Lr(m) 关于 t+ 之 0 一致 有 界 . 那么 ||u(, 双 
t>0 和 9g=2p(i=1,2,…) 一 致 有 界 . 
考察 反应 扩散 方程 组 的 初 边 值 问题 
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ui(z,t)| < K, rE€Enh, t 之 0， 1=1,..……,m 
则 存在 正常 数 M, 使 得 
[vil:, t)|| G2+acn,) < M ., t 之 ] 7 -一 1, 。。，。 , 71, 


这 里 0<a<l1. 
命题 6.2.3 ([18, 引 理 2.5.3]) 设 a 是 正常 数 , g, EC (la 00)),h>0 并 且 g 
下 方 有 界 . 如 果 存 在 正常 数 b 和 CO, 使 得 


g(t) < —bh(t), h(t) < C, te la, %), 


那么 lim h(t) = 0. 


一 OO 


显然 问题 (6.2.4) 存在 唯一 非 负 整体 解 U = (ww ww).， 由 强 极 值 原 理 知 ， 当 
u(z,0) 关 0 时 , w(z,t) > 0 在 1 x (0,o0) 上 成 立 . 对 于 wv 和 wu 也 有 同样 的 结论 . 下 
面 我 们 总 假设 u(x,0) 关 0, v(z,0) 和 关 0, w(x,0) 去 0. 利用 最 大 值 原理 多 得 


sup ww(Zz,t) < max{r, max wo(7Z)}. (6.2.10) 
(2 x [0,00) 2 


在 9 上 积分 问题 (6.2.4) 中 的 方程 并 把 结果 相 加 , 再 利用 售 计 式 (6.2.10) 得 
d 
一 +o+mdz=- | (ut owde + fw — WwW)dz 


<—min{1,al 心 十 十 也 )dz 十 CC 
9 


这 里 的 C 是 一 个 仅 依 赖 于 7 和 max w(z, 0) 的 正常 数 . 因此 |IU(t)l|Licw) 在 [0, o0) 


上 有 界 . 利用 命题 6.2.1 知 , IU(t)Lw(co) 在 [0, co) 上 也 有 界 . 
定理 6.2.2 对 于 反应 扩散 方程 组 的 初 边 值 问 题 (6.2.4) 而 言 , 正常 数 平衡 解 
U 关于 正解 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 因而 问题 (6.2.4) 没有 非常 数 正平 衡 解 . 


6.2 ”一 个 具有 约定 机 制 的 三 种 群 模型 “ 197 . 


证 明 ”把 证 明 分 成 两 步 . 
第 一 步 ”证 明 U 的 局 部 渐 近 稳定 性 . 简 记 


D = diag (di, d2, da3), G(U) = (G1(U), Go(U), G3(U)T, £ = DA+Gvu(UV), 
那么 问题 (6.2.4) 在 点 U 处 的 线性 化 是 


wt 一 LU. 


从 上 节 的 讨论 可 以 看 出 对 每 个 i > 1, XX; 在 算 子 C 的 作用 下 是 不 变 的 , 入 是 C 在 
X; 上 的 特征 值 当 且 仅 当 入 是 矩阵 -jiD + Gu(U) 的 特征 值 . 
矩阵 一 jiD 上 + Gu(U) 的 特征 多 项 式 是 


Vi( 入 ) = 和 N+BIM + BA Bs, 


其 中 
] _ 
Pipm(d +d+ds) +i+ + > 0 
2 十 了 7 
1 
已 。 = /jw(did, 十 did3 十 d2d3) 十 Mi (@ 十 d2 ) 亿 十 (di 十 da) 了 
1 UW Uv(V + ad) 
do+d 1 0 
Bs = /di do2da3 + po dldo2 + did3 pu 十 dod3 u 
以 十 7 也 十 也 
d11 _ 1 jv 7 (+ 
十 Hi 1 1 (B+ ol( 2 ) 二 do- 一 十 - 9) ) 
2 十 ?7 2 十 ?7 1 十 7 Uv 
~2~2 
| » UV 
十 (1 十 Da 十 局) 二 可 > 0 
直接 计算 知 


Bi1B» — Bs = cs 所 十 cz10 + Wi(c11d1 + ci2d2 + c13d3) + AiAh2 — 43， 


> 0. 


As = —det{Gu(U)} = (1+P)(a+ 8B) EE 


. 198 . 第 6 章 方程 组 的 齐 次 Neumann 边 值 问题 


不 难 验证 
(1 + A) to 2 
AiA,— 43 > Di 二 CT 二 一 (+D)a 二 DO B(z + tv)3 
心 ~ 
克 oy B+A(oi+d) (ath) 
» yy 
>0. 


因此 Bi1B。 一 Ba > 0. 根据 Routh-Hurwitz 判别 定理 ， 对 于 每 个 i > 1 代数 方程 
wi( 入 ) =0 的 3 个 根 和 1, Xz 和 Ais 都 有 负 实 部 . 
下 面 证 明 存 在 正常 数 5, 使 得 


Re Ail， Re 入 i2， Re Ai3 < 一 0， v1 之 |. (6.2.11 ) 


这 说 明 算 子 C 的 谱 位 于 左 半 平面 {Re 和 < -5}, 从 而 可 得 U 的 局 部 渐 近 稳定 性 [29， 
定理 5.1.1]. 
现在 证 明 估 计 式 (6.2.11). 做 变换 入 = jit, 则 有 


Wi(A) = 13é3 + B11262 + Bomié + Ba := wi(é). 
因为 当 i 一 co 时 , ji 一 > co 所 以 


lim {wi(é)/13} = €3 + (di + d2 + da)é? + (dids + dids + d2d3)é€ + did2ds 
=Y(é). 


利用 Routh-Hurwitz 判别 定理 ,代数 方程 y(€) = 0 的 三 个 根 &, 和 和 és 都 共 
有 负 实 部 . 故 存在 正常 数 56, 使 得 Ret1，Re 2，Reé3 < -0. 再 由 连续 性 ， 存 在 
io 使 得 对 所 有 的 i > io, 代数 方程 wi(é) = 0 的 三 个 根 &1, &i2, &is 满足 Retil， 
Re £i2, Re ki3 < —0/2. 于 是 对 所 有 的 i 之 ?0 (不 妨 认为 Wi 之 1), 有 Re Ail，Re Mi2, 
Re Ais < —1i6/2 < -6/2. 取 

—0” 二 max {Re Xil， Re Ai2， Re Ais}, 


过 ?入 ?0 


则 6* > 0. 因而 估计 式 (6.2.11) 对 于 6 = min{6*, 6/2} 成 立 . 
第 二 步 ” 证 明 UU 的 全 局 渐 近 稳定 性 . 下 面 用 C 表示 一 般 常 数 . 由 于 问题 (6.2.4) 
的 解 U(.,t) 在 9 上 一 致 有 界 , 即 7( 浊 | 和 C, Vt > 0, 利用 命题 6.2.2 知 ， 


IU(., to2racg) < C, vt>1. (6.2.12) 
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定义 


利用 


:= a(t) — walt). (6.2.13) 


根据 估计 式 (6.2.12) 和 初 边 值 问题 (6.2.4), 函数 狼人 和 wi(t) 在 [lco) 上 有 者 . 
运用 命题 6.2.3 于 微分 不 等 式 (6.2.13) 得 ，lim wa(t) = lim wa(t) = 0. 因此 


t 一 OO ti 一 OO 


lim | (Vul’+|Vvl* +|Ywl’)dz = (6.2.14) 


lim (Bu — ov) dz =0, lim | (a+B -6Bw)’dzr=0. (6.2.15) 


利用 式 (6.2.14) 和 Poincaré 不 等 式 知 
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lim (uw 一 U) 十 必 一 到 十 (一 瑟 ) dz =0， (6.2.16 ) 


1 


这 里 f = 廊 / fdz 表示 f 在 0 上 的 平均 . 由 式 (6.2.15) 义 得 
02 
lim | (ww) dr= lim | lav— Buldz = 0. (6.2.17) 
一 OO 人 一 OO 人 


根据 式 (6.2.16) 和 式 (6.2.17), 我 们 有 lim w(t) = 万. 


t 一 OO 


对 问题 (6.2.4) 的 第 一 个 方程 在 9 上 积分 , 再 利用 式 (6.2.17) 可 推出 , 当 t 一 oo 


WU 


2 (t) = 7 | u(t)dz = | Bo a 十 | J -(w 一 外)dz 一 0. 


Din) 0， dtm od dtn)— dB/a (6.2.18) 
ovem) = 上 -Wo)(r—w _j (1 + 8) )de 


注意 到 式 (6.2.17) 和 式 (6.2.18), 从 上 式 推 出 
r—wW— UB(l+6)/(at+B)=0, 
因而 立 = 卫 ,进而 得 到 


mL Ul(tm) =U. (6.2.19) 
由 于 | 区 , tm)|| G2+an) < OC, 故 存 在 {tm} 的 子 列 仍 记 为 它 日 身 ， 和 非 负 函 数 


再 利用 极限 (6.2.16) 和 极限 (6.2.19), 我 们 有 (em c) = 万 . 因此 


lim ||U(.,tm) — Ullo2cg) = 0. (6.2.20) 


MOO 
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根据 UV 的 局 部 渐 近 稳定 性 和 式 (6.2.20) 容易 推出 UV 的 全 局 渐 近 稳定 性 ,定理 
得 证 . 

注 6.2.1 关于 定理 6.2.2 的 证 明 , 根据 式 (6.2.20)( 子 列 极限 是 固定 的 , 与 子 列 
的 取 法 无 关 ), 利用 反 证 法 并 重复 第 二 步 的 讨论 , 可 以 直接 证 明 U 的 全 局 渐 近 稳定 
性 , 而 不 需要 第 一 步 的 讨论 , 即 不 需要 单独 讨论 U 的 局 部 渐 近 稳定 性 . 我 们 目前 的 
处 理 方式 , 其 目的 是 顺便 为 读者 介绍 一 种 研究 反应 扩散 方程 组 常数 平衡 解 的 局 部 渐 


交错 扩散 问题 的 正平 衡 解 的 估计 
问题 (6.2.5) 的 平衡 解 问题 是 


606.2.3 


E 十 人 
-daAu = G2(U), Z E 1， (6.2.21 
一 dsAu = G3(U), TEW, 
Ou Ov Ow 
二 0 TEON 


利用 拓扑 度 理论 研究 解 的 存在 性 , 关键 一 步 是 解 的 先 验 估计 . 特别 地 , 为 了 得 
到 正解 的 存在 性 , 还 要 给 出 正 的 下 界 估 计 . 本 节 给 出 问题 (6.2.21) 的 正解 的 上 需 估 
计 和 正 的 下 界 估计 . 

为 了 书写 方便 , 下 面 我 们 简 记 4 = (a, 8, 7). 

定理 6.2.3 (上 界 估 计 ) 设 d 是 固定 的 正常 数 . 则 存在 正常 数 C(4, dj) 和 
C(h, d), 当 di; > d 时 间 题 (6.2.21) 的 正解 (u,v,w) 满足 


(4, d), 
人 2 万 
maxv < C(4,d)minv, maxvw 


C(A, d), (6.2.22) 
42 12 2 


maxw < C(h, d)minw, maxw & C(4, d). 
人 fn 1 


证 明 ”直接 对 问题 (6.2.21) 的 第 三 个 方程 利用 最 大 值 原理 得 w < 7. 定义 


maxu < C(4,d)minu, maxwu < 
< 


则 有 
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u(Z0) 十 av(Zo) < (zolr — wro)) < 7 (6.2.23) 


注意 到 0 < ww/(w 十 v) < w < 7, 应 用 定理 B.1.5 于 问题 (6.2.21) 的 第 二 个 方程 , 存 
在 正常 数 Ci = C1(4, qd), 使 得 maxpv < C1 ming wv. 再 利用 估计 式 (6.2.23), 存在 


TT EON. 


因为 lel。 < (1 十 7)/di, 所 以 Harnack 不 等 式 对 于 函数 yp 也 成 立 , 即 存在 正常 数 
Ca = Cs(4, d), 使 得 maxs pp < Ca mins p. 注意 到 w= p{di 十 k/(e 十 2)}-!, 并 且 


5 dit+k/le+ (maxosv)2| bp ~ dit+k/le+ (mingw)2) 
我 们 有 
maxowp di+k/le+ (ming ov) 


再 利用 估计 式 (6.2.23), 存在 正常 数 C= C4(h, qd), 使 得 u < Cs 在 9 上 成 立 . 
应 用 定理 B.1.5 于 问题 (6.2.21) 的 第 三 个 方程 知 ，Harnack 不 等 式 对 于 w 成 立 . 
证 毕 . 

下 面 给 出 正平 衡 解 的 下 乔 佑 计 . 为 此 , 我 们 先 证 明 

引 理 6.2.1 设 kj,e; 和 di (i 二 1,2,3) 都 是 正常 数 ,U; = (wj, vi wi;) 是 问题 
(6.2.21) 对 应 于 d; = dij,k = 二 kj, E 二 Ej 的 正解 . 如 果 Uji 一; U 并 且 U 是 常 向 量 ， 
那么 万 = 也 
证 明 ”容易 看 出 对 所 有 j, 成 立 


| Uj’ gi(U;)dz 一 0. 
12 
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U;) > 0. 因为 uj 是 正 的 , 这 不 可 能 成 立 . 类 
似 地 g1(U) < 0 也 不 可 能 立 所 以 gi1(U) = 0. 同 理 可 证 gp(V) = ga(U) = 0. 故 


定理 6.2.4 ( 正 的 下 界 估计 ) 假设 d 和 & 是 固定 的 正常 数 . 那么 存在 正常 数 
C(h,d,e')), 当 0<e<e 且 d; > d (i = 1,2,3) 时 , 问题 (6.2.21) 的 任何 正解 


lim maxu; 二 0， 或 者 lim maxwv; =0， 或 者 lim maxwj = 0. (6.2.24) 
I 一 CO £2 I 一 Oo 12 7 一 Oo 1/ 
通过 选取 子 序列 , 不 妨 假 设 当 7 一 oo 时 ， 
(d1;, d2j, d3j, kj， Ej;) = (d1, d2, d3, k, E ) € [qd, oo XX 0， Ob0 | XX [0， < ]. (6.2.25 ) 


我 们 只 讨论 d; < oo 的 情况 , i = 1,2,3. 当 di, dz,ds 中 至 少 有 一 个 为 oo 时 , 证 
明 与 上 = oo 的 情况 类 似 . 

先 证 下 面 的 断言 : 

(i) 如 果 hk < oo,， 则 存在 非 负 函数 ww www， 使 得 在 C2(f) 中 (wj, vi wi) 一 
(u,v,w), 并 且 (vv,w) 满足 问题 (6.2.21); 

(ii) 如 果 k= oo， 则 存在 非 负 函数 w,wv,w, 在 C2(f2) 中 (Wj, 9;, Wi)— (U,V, WwW), 
并 且 存 在 非 负 常数 r, 使 得 w = 7T(e + 2), 同时 (wv, w, 7) 满足 


和 边界 条 件 得 由 0 或 者 由 一 这 与 引 理 6.2.1 矛盾 . 因此 r > 0. 
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一切 十 喜 - 2 柯 (6.2.27) 
我 们 有 
—di;Ayp; = Gi1(U;), ZE 1 
—d2;Av; = G2o(U;), T E (2， 
—d3;Aw; = G3(U;), T E 1 
i 0 T E Of/ 


根据 估计 式 (6.2.22) 和 椭圆 型 方程 的 正则 性 理论 , 在 空间 Cr?+*(8) 中 序列 {ej 
{5 } 一， 和 {vw; }; 都 有 界 . 从 式 (6.2.27) 又 可 以 看 出 , 在 空间 C1i+e(f) 中 序列 


{wj};-， 有 和 界 . 类 似 地 可 以 推出 在 空间 C?+*(8) 中 这 四 个 序列 也 都 是 有 界 的 . 故 
存在 非 负 孙 数 pgp 和 w,wv,w, 在 空间 C2(V) 中 


并 且 (w,wv,w) 满足 问题 (6.2.21). 断言 (i) 成 立 . 
再 证 断言 (11). 假设 k 一 OO， 刘 Ai 一 一 OO.、. 由 于 d2;, d3; 之 d 并 且 有 上 乔 ， 同 于 
k < oo 的 情况 , 存在 非 负 国 数 v 和 由 在 C+*(f2) 中 (vj, zj) 一 (wu 由 ). 


(6.2.29) 


注意 到 极限 (6.2.28) 以 及 妇 的 非 负 性 和 有 界 性 , 从 问题 (6.2.29) 可 推 知 存在 非 负 
种 数 r, 在 Cli+a(P) 中 Vi— TT. 由 此 又 推出 在 C*+9() 中 2 一 一 T(E 十 也 ) :二 WU、 
同上 可 证 , 在 C2(f) 中 (yj, wj, vi wi) 一 (7,U,v,w). 容易 看 出 (v, w, 7) 满足 问 
题 (6.2.26). 断言 (ii) 成 立 . 

现在 完成 定理 的 证 明 . 先 讨论 < oo 的 情况 . 由 断言 (i) 知 , 非 负 函数 (w,w,w) 
满足 问题 (6.2.21). 再 由 式 (6.2.24) 知 , u,v,w 中 至 少 有 一 个 恒 为 零 . 
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(1) 如 果 ww = 0, 那么 
| —doAvVv 一 一 QU， ZE1f/， 
Ov 
sj 一 TEON, 
所 以 v= 0. 类 似 地 , 如 果 w= 0, 则 w= 0. 进而 w 满足 
| —d3AwW =wr—w), 7TE 人， 


一 一 一 0， TEON, 


由 此 知 w = 0 或 者 w= 二 7, 此 与 引 理 6.2.1 矛盾 . 
(2) 如 果 在 了 上 wv 恒 为 正 , 而 w 恒 为 零 , 那么 v 满足 


一 doAu = 一 QU， Z E (2 
-一 一 0. TE 912， 


由 此 得 v 恒 为 零 , 予 逢 . 
再 讨论 k= co 的 情况 . 我 们 已 经 知道 z+ 是正 常数 , (v,w) 是 问题 (6.2.26) 的 解 ， 
因此 容易 推出 : v= 0 隐 含 w=0 或 者 ww 二 7,w = 0 隐 含 v=0. 这 与 引 理 6.2.1 相 


矛盾 . 证 毕 . 
6.2.4 ”特征 多 项 式 的 分 析 和 特征 根 的 估计 
这 里 采用 6.1 节 中 的 记号 : 


$(U)= (diu 十 ku/(e 十 vy) do, d3w). 


在 6.1 节 我 们 已 经 说 明 , 为 了 计算 U 处 的 不 动 点 指数 index (T— fF(:), U), 表 要 确定 
使 得 det{ Bu (UD) - Gu(D)} < 0 的 那些 jy; 的 代数 重 数 之 和 . 为 此 我 们 先 讨论 多 
项 式 det{fuBv(U) -Gu(U)}. 同 于 6.1 节 , 直接 计算 知 


(+ od)3det{y Bu(U) — Gu(U)} = C3p3 + C2p? + Cip — det{Gu(U)} (G+ 0) 
:=C(k, da; 4), (6.2.30) 


其 中 
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tao(1 + B)i26(di+ )(i+0) 260 二 3 - 
前 面 已 经 强调 , 本 节 的 第 二 个 目的 是 证 明 当 交错 扩 艇 系数 k 很 大 (其 余 参 数 固 
定 ) 或 者 扩散 系数 ds 很 大 (其 余 参 数 固定 ) 时 , 问题 (6.2.5) 存在 非常 数 正平 衡 解 . 
因此 , 我 们 需要 讨论 C(k, ds;4) 关于 上 和 ds 的 变化 情况 . 
先 考虑 C(k, da; 4) 关于 上 的 变化 情况 . 设 名 1(k), fiz(k) 和 fa(k) 是 C(k, ds; 4) = 
0 的 三 个 根 , 并 按照 顺序 Re fii(k) < Re jiz(k) < Re fis(k) 排列 , 那么 


J 


由 于 det{Gwu(U)} < 0, Ca > 0, 所 以 ji(k), fio(k) 和 fis(k) 中 至 少 有 一 个 是 负数 , 其 
余 两 个 的 乘积 是 正 的 . : 

上 面 的 这 些 信息 还 不 足以 精确 判断 C(k, ds; 1) = 0 的 根 的 变化 情况 . 为 此 我 们 
考虑 下 面 的 极限 : 
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利用 连续 性 , 存在 so > 0, 使 得 ai(£) < 0 对 所 有 e < so 成 立 . 下 面 我 们 限制 在 
0 <e < eo 内 来 讨论 . 这 样 就 有 ai(e) < 0 (从 而 C1 < 0) 对 所 有 充分 大 的 上 成立. 
注意 到 


一 03(E)N + a2(e)p + ale)p 
一 pas(e)1 十 a2(E)H 二 al (a) ; 


并 且 ai(e) < 0 < as(e), 利用 连续 性 可 知 当 & 很 大 时 , fi(k) 是 负 实 数 . 进一步 , 由 
于 fiz(k)fia(k) > 0, 所 以 fio(k) 和 jis(k) 都 是 正 实数 , 并 且 


C(k,da; 4) >0 当 pe (flk), 了 U 人 co) 时 . 


(6.2.35) 


时 , 可 以 建立 与 命题 6.2.4 类 似 的 结果 . 
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命题 6.2.5 ”假设 条 件 (6.2.35) 成 立 ， 则 存在 正常 数 D, 当 da > D 时 代数 方 
程 C(k, ds; 4) 二 0 的 三 个 根 ji1(da), Li2(d3) 和 Lia(d3) 都 是 实 的 , 并 且 满 足 


6.2.5 ”非常 数 正解 的 大 范围 存在 性 


本 节 研 究 当 参数 di, do, s, a, 8, 7 固定 时 , 问题 (6.2.21) 的 非常 数 正解 天 于 交 
错 扩 散 系 数 k 和 扩散 系数 ds 的 大 范围 存在 性 . 

定理 6.2.5 固定 参数 a, 6,7,e 和 di, i = 1,2,3, 使 得 0 <e < eo 并 且 条 件 
(6.2.31) 成 立 . 取 据 由 极限 (6.2.33) 确定 . 如 果 对 某 个 j 之 2, 有 瑚 E (jwj, pH1) 并 


定理 0.2.0 自 | 定 参 数 OQ, 0, 1, €, d1, Co 和 k, 使 得 条 件 (6.2.35 ) 成 立 。 取 L 尼 由 
极限 (6.2.36) 确定 . 如 果 对 某 个 了 2 2, 有 及 E (Jj, Jj+1) 并 且 和 


因为 这 两 个 定理 的 证 明 类 似 , 这 里 只 证 明定 理 6.2.5. 
定理 6.2.5 的 证 明 ”由 极限 (6.2.32), (6.2.33) 以 及 命题 6.2.4 知 , 存在 正常 数 
K, 当 k 之 K 时 关系 式 (6.2.34) 成 立 , 并 且 


0= jp1 < olk) < p2, Pa EC Kit+1) (6.2.37) 
我 们 将 证 明 当 大 > K 时 , 问题 (6.2.21) 至 少 有 一 个 非常 数 正解 . 采用 反 证 法 和 拓扑 


度 的 同 伦 不 变性 来 完成 证 明 . 假设 对 某 个 上 = 有 > K, 问题 (6.2.21) 没有 非常 数 正 
解 . 下 面 固定 k=. 
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显然 , U 是 问题 (6.2.21) 的 非常 数 正 解 当 且 仅 当 它 是 上 = 1 时 间 题 (6.2.38) 的 非常 
数 正 解 . 对 于 任意 的 0 < t < 1,U 是 问题 (6.2.38) 的 唯一 正常 数 解 . 同 于 6.1 节 , 对 
于 任意 的 0 和 ti 和 1 正 函 数 7 是 问题 (6.2.38) 的 解 当 且 仅 当 


F(t U) :=U- (I A)-!{ B71(t; TG(U) + VU Buvlt; UVUT] + U | =0. 


显然 有 (1; U) = F(U). 由 定理 6.2.2 知 , 在 X+ 内 方程 (0; UV) = 0 只 有 解 V0, 其 
中 


~ Ou ” 
wt _ Ot 。 _ 


同 于 6.1 节 , 我 们 有 
DvyF(0: U)=I- (TA)-!{D-iGu(U)+I1)}, 


J 


DyF(1; =I- (TA)-H{GD)Gvu(D) + I} = DvF(O), 


i 


H(u) = det{ $7 (U)}(z + od "C(k, da; 1p). (6.2.39) 


ae Au 


这 说 明 对 所 有 的 ;> 1, 0 不 是 矩阵 /7 一 有 2 (U)Gvu(U) 的 特征 值 , 并 且 


i 之 1,H(ni)<0 1 一 2 
是 奇数 . 利用 定理 6.1.1 得 
index (1 — £F(1; :), U) = (-1) = (-1)” = -1. (6.2.40) 
类 似 地 ， 
index (I 一 天 (0; 小 U) = (1)° =1. (6.2.41) 


根据 定理 6.2.3 和 定理 6.2.4, 存在 正常 数 C, 使 得 对 所 有 0 < t < 1, 问题 (6.2.38) 
的 正解 都 满足 1/C < wu, v, w < C. 因此 在 8B(C) 上 F(t; U)z0,v0<tsg1. 利 
用 拓扑 度 的 同 伦 不 变性 得 


deg (F(1; :), B(C), 0) = deg (F(0; .), B(OC), 0). (6.2.42) 
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有 为 一 方面 , 由 假设 条 件 知 在 B(C) 内 方程 (1; UV) = 0 和 天 (0; U0) =0 都 只 有 
正解 U. 从 而 由 式 (6.2.40) 和 式 (6.2.41) 便 得 


deg (fF(0; :), B(C), 0)=index (IT — fF(0; .), U)=1, 


deg (F(1; .), B(O), 0)=index (I — £F(1; 小 了 万) = -1. 


这 与 式 (6.2.42) 矛盾 . 证 毕 . 


6.3 ”一 个 具有 年 龄 结构 和 交错 扩散 的 捕食 模型 


本 节 的 题材 选 自 文献 31] 我 们 研究 一 个 具有 年 龄 结构 和 交错 扩散 的 捕食 模型 
的 非常 数 正平 衡 解 , 即 下 面 的 椭圆 型 方程 组 的 边 值 问题 : 


—diAu = avu — wu’ — euv — uw, ZE 人 
-A(am+ 3 = hum 一 ZE (/ 
(6.3.1) 
—d3Aw = bu — mww, TZ E (2 
Ou Ov Ow 
-一 一 一 一 一 (2 
Ov Ov Ov ) ZE 


的 非常 数 正解 的 存在 性 . 这 里 的 wu 表示 食物 的 分 部 密度 , v 和 w 分 别 表 示 幼 年 和 
成 年 猎物 的 分 部 密度 . 人 简 记 UV = (w,wv,w). 该 问题 存在 正常 数 解 U = (V0, 二 ) 当 且 
仅 当 m < abk, 并 且 


(6.3.2) 


6.3.1 ” 先 验 估计 


同 于 6.2.3 节 , 本 节 给 出 问题 (6.3.1) 的 正解 的 上 界 估 计 和 正 的 下 界 估计 . 

定理 6.3.1 假设 d 和 d* 是 两 个 固定 的 正常 数 . 则 存在 正常 数 C(d,d*)， 当 
di, d2,d3 >d 和 0<d4 < dr 时 , 问题 (6.3.1) 的 每 一 个 正解 (u,v,w) 都 满足 下 面 的 
估计 : 


u,v, wora < C(d,d”). (6.3.3) 


证 阴 我们 先 证 明 估 计 


maxu, maxv, maxw < Cl(d,d ). (6.3.4) 
n n 万 
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对 w 的 方程 利用 最 大 值 原理 可 直接 推出 maxg wu < a. 如 果 估 计 式 (6.3.4) 不 成 立 ， 
则 存在 满足 d1;, d2j, d3; 之 d 和 0 < da; <d 的 (d1j, d2;, d3;, d4;), 以 及 问题 (6.3.1) 
对 应 于 (di, dzj, daj, dw) 的 正解 (uwj,vj,w), 当 j 一 oo 时 有 


max WU + max wj;— 0. (6.3.5) 
(2 


利用 最 大 值 原理 于 w; 的 方程 , 我 们 有 


max w; < (b/m) max wv;. (6.3.6) 
nf 


令 pj = dzjvj 十 各, zo € 和 j 使 得 pj(zo) = maxp pi 利用 最 大 值 原理 于 vj; 的 


(2 
于 是 
dy; max v; < max 0; = 9 (70) = dzsv; (70) + FO) 
了 ? 了 “7 zc 二 uw3(zo) 
d* d* 
< vj;(To0) | d2; 十 一 < ka max w; d2; 十 一 
故 有 
maxv; < ka 1+ Max 1w; (6.3.7) 
0 od) 5 | 
从 式 (6.3.5) ~ (6.3.7) 推出 
lim maxv; = lim maxw; = Co. 
JI 一 OO £2 JI 一 OO 0 
利用 式 (6.3.6) 和 式 (6.3.7) 又 知 , 存在 正常 数 A 和 B 使 得 
Allvjlls < jile < Bllvjllo (6.3.8) 


HF = 0， TEON 
用 wj; 乘 以 方程 册 积 分 得 
/ Vuj|’dz < 一 | vidr < -a310|, 
0 di; jp d 
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这 说 明 {wj}s2， 是 有 1(0) 中 的 有 界 列 . 取 子 列 可 知 , 存在 ue L2(0), 使 得 在 L2(0) 
中 wj— uu. 又 因为 0 < vu; a, 所 以 0 < wu<a. 对 于 任何 p > max{fm, 2}， 我 们 有 


/ lu; 一 区 dz = | 他 一 划一 二 “dz < or lu; — vl’dz— 0, 
(2 42 (2 


今 
A vj 、 WwW; 
DV; = ， 一 , 
”lvjlloo llwjlloo 
则 (Uj, Dj, WI) 满足 
-dijyAu; = u; la 一 好 一 Ellojlle 芒 一 will TEW, 
daj? 1 wjl|oo 
一 A 117 十 二 -天 (可 2 Dy -) TE WW, 
| i dao + wl dy \ ol 0 
1 wo .3. 
—Awj; = -一 (: vl Vj 一 mad , TZ E ff， 
d3j |w;|| oo 
、 Ou Ov; Ow 
lo = lw =1 =F = a =0 ZED1 


因为 0 < 5 < 1, 所 以 对 任何 p > mw 在 Z2(2) 中 {0;} ;1 有 弦 收 敛 的 子 友 列 . 根 
据 信人 计 式 (6.3.8) 以 及 0<u;<a 和 0 < $0, ;1 知 ， 问题 (6.3.9) 中 的 后 两 个 方 
程 的 右 端 有 界 . 依次 利用 椭圆 型 方程 的 L? 理论 和 Schauder 理论 又 知 , 在 太 22() 
中 {98;};-; 和 {多 ;};_-; 都 有 弱 收 敛 的 子 列 , 在 C1t*(9) 中 {8;};- i 和 {D;};- 


;=1 


者 
有 强 收 丝 的 子 列 其 中 
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根据 泵 2"(2) 解 的 强 最 大 值 原理 (定理 B.1.9) 和 Hopf 引 理 (定理 B.1.11), 化 > 0 
在 ff 上 成 立 . 这 说 明 无 论 ds = co 还 是 da < oo, 都 有 四 (z) > 0, ze 1. 于 是 存在 
正常 数 5, 使 得 二 >6 在 8 上 成 立 . 从 而 对 于 所 有 的 妃 在 @Q 睫 >6/2. 因为 当 
j 一 * oo 时 , ||wjjjw 一 > co, 从 问题 (6.3.9) 中 wj; 的 方程 知 , 当 7 适当 大 时 


-dij;Au; = wjla — wi — ellvjllood; — lwjlloow] 


< ule — (6/2)llwille] <0, zen, 
Cu 


Ov 
由 于 | Ausdz = 0, 故 上 式 是 一 个 矛盾 . 
现在 证 明 估 计 式 (6.3.3). 注意 到 式 (6.3.4), 由 椭圆 型 方程 的 正则 性 结论 知 


WU UV |d2 + da/(o + w” )| E Cto(N). 


一 0， ZE Of 


并 且 它 们 的 Cit+e(8) 范 数 只 依赖 于 参数 dd 和 a， b, k,m, ,0o. 由 此 可 以 推出 ve 
Cl+a(1), 并 且 范 数 |vli+a 也 只 依赖 于 参数 d de 和 a,b,k,m,e,o. 再 砍 利用 椭圆 型 
方程 的 正则 性 结论 就 可 以 推出 估计 式 (6.3.3). 证 毕 . 

下 面 , 我 们 给 出 正解 的 正 的 下 界 估 计 . 为 此 我 们 先 给 出 一 个 引 理 , 其 证 明 同 于 
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定理 6.3.2 设 d 和 d* 是 两 个 固定 的 正常 数 . 则 存在 正常 数 C(d,d*)， 当 
di,d2,d3 之 d 以 及 0<< da dr 时 , 问题 (6.3.1) 的 每 一 个 正解 (uv,UW) 都 有 估计 : 


] 
minu, minv, min 之 


万 万 nf Cl(d,d*) 


证 明 ”假设 定理 的 结论 不 对 , 则 存在 满足 di;, dz2;, ds; >d 和 0 < ds; < d* 的 厅 
列 {(d1;, d2;, da3;, d4;)} 1 以 及 问题 (6.3.1) 对 应 于 (di, d2, ds, d4) = (di1;, d2;, d3;, d4;) 


的 正解 (Wj, V7, Wj), 使 得 


min { min wy min v;, min wj | 一， 0. 
{2 12 {2 


由 于 d1;, d2j;, d3; 之 d, 通过 选取 子 序 列 不 妨 假 设 di 一 一 di < ld, oo|， ?2 二 1 ,2,3, 并 且 
da; 一 da € [0,d*]. 由 式 (6.3.3), 我 们 还 可 以 假设 在 [C?+°(8)]3 中 (wj,v;,wj) 一 > 
(u,v,w), 其 中 w,v 和 w 都 是 非 负 函 数 . 容易 看 出 (w,v,w) 也 满 是 合计 式 (6.3.3)， 
并 且 


minw 二 0， 或 者 minv = 0， 或 者 minw = 0. 
{2 12 {2 


同时 (wv,wv,w) 还 有 下 面 的 性 质 : 
(a) 如 果 di,d2,ds < co 则 (w,wv,w) 满足 问题 (6.3.1): 
(b) 如 果 di 一 上 OO， 因为 (Uj, Vj;, WI) 满 下 估计 式 (6.3.4), 所 以 


-一 一 0， TEON. 


下 面 , 我 们 分 别 对 于 每 一 种 情况 来 导出 矛盾 . 

第 一 步 ” 先 考虑 di, dz, ds < oo 的 情况 . 

注意 到 估计 式 (6.3.4), 运用 Harnack 不 等 式 于 wv 的 方程 知 : ming wv = 0 纺 合 
u 二 0. 从 v 和 w 的 方程 又 推出 v= w=0. 故 (wj,v;,wj) 一 * (0,0,0) 在 0 上 一 致 
成 立 . 此 与 引 理 6.3.1 矛盾 . 所 以 minpv > 0. 

现在 证 明 minsv = minsw = 0. 由 假设 条 件 知 它 们 中 人 至少 有 一 个 为 零 . 如 果 
ming w = 0, 记 w(zo) = minp w. 由 最 大 值 原理 , bv(z0) < mw(zo) = 0 进而 有 
minsv 二 0. 因此 mins wv = 0 总 成 并. 令 v(7z1) = minsg vw, 那么 


v (ZX1)[dz + da/(o + w’ (71)) 一 0 一 min {v[d2 十 da/(o 十 w’)]}. 


利用 最 大 值 原理 于 问题 (6.3.1) 中 的 第 二 个 方程 得 pu(z1)w(z1) < v(zi) = 0. 
为 u(z1) > 0, 所 以 w(z1) = 0, 从 而 minsw = 0. 总 之 mingv = minpw = 0, 即 


hm minv; = lim minw; = 0. 
7 一 oo 12 7 一 oo 1 
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Dj = Dj = 一 一 一 一 一 一 ， (6.3.10) 


0 十 也 7 
—d3; Aw; = bv; — MW;, TEW, 
Ou; OV; OW; 
Dr Dr BQv TEON 


同上 , 存在 { (0;, 007) } 的 一 个 子 序列 (仍然 记 成 它 目 喘 ) 和 非 负 函数 0, 久 , 使 得 
在 [C*+*(f)]* 中 (0j Dj) — (9, WW), 并 上 lols 十 ee 一 = 1. 此 外 , 如 采 |lvjl|oo 十 


—diAu = u(a 一 从 一 EU 一切 )， T E 2， 
一 人 (2 3 ) = hud TEN, 
oT (6.3.11) 
一 daA 人 一 的 一 nh TEW, 
Ou 0 00w 
—diAu = ul(a — uu), TEh, 
(ds + dasa/o)AV = kuv—d, TEWN, 
、 (6.3.12) 
—d3Aw = 0 — my T E (2 
Ou Ou Ow 
0 
Ov Ov Ov 1 TEQ 


由 于 minp5 侯 = 0, 利用 强 极 值 原理 和 Hopf 引 理 可 推出 全 = 0， 进而 得 到 = 0. 此 
与 | 训 w 十 || 凶 llw = 1 的 事实 矛盾 . 
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对 于 问题 (6.3.12), 由 于 w > 0, 从 v 的 方程 推 知 u = a. 于 是 (0, 坊 ) 满足 


一 (dz + da/o)AD = kaw 一 分 ， T ETf2 


—d3Aw = bY — mw, TEN, (6.3.13) 
00 Ow 
二 = 0. TEON. 


因为 参数 a,b,k,m 是 正 的 ,和 和 全 是 非 负 的 , 并 且 满 足 | 圳 w 十 上 多 lw = 1, 利用 最 
大 值 原理 和 Hopf 引 理 知 入 都 是 正 函 数 . 设 zi,w e 只, 使 得 


V(X1) = ming, 0(Y1) = max 1， wT2) = min 功 (2 ) = max 刻 


应 用 最 大 值 原理 于 问题 (6.3.13), 我 们 有 


D(X1) > kaw(7zi1) > kawv(z2), Yi) < kawv(yi) < kaw (yo2), 


mw(z2) > bo(T2) ZT1), mVw(y2) < bo(y2) & bO(Y1). 


注意 到 (71) > 0, 从 上 面 的 不 等 式 容 易 推 出 m = abk, 上 [与 m < abk 逆 盾 . 
第 二 步 ” 考虑 其 他 情况 . 
因为 (Wj, Vj, Wi) 满 自 


/ vjdZ7 = | UjWid7, mf widz = 可 UjdTZ， 
1 12 12 1 
/ vdz7 一 | uwdZ, nf wdz = | vdz7. (6.3.14) 
0 f2 12 12 


(1) 车 di = 0, 则 w = w* 是 常数 . 如 果 w* = 0, 从 式 (6.3.14) 中 的 第 一 个 方 
程 推 知 v = 0. 再 由 式 (6.3.14) 中 的 第 二 个 方程 知 w = 0, 即 (wj,v;,wi) 一 > (0,0,0). 
此 与 引 理 6.3.1 矛盾 . 因而 u* > 0 一定 成 立 . 

(1a) 右 0d2; da < co 因为 minsv 和 minsw 中 至 少 有 一 个 是 零 ， 同 于 第 一 步 可 


得 minsv = mins w = 0. 注意 到 由 式 (6.3.10) 定义 的 函数 太 , 埠 ) 满 中 


了 
da; AtW; = bd; — mw;, ren, (6.3.15) 
OU OW; 
Ee dt 一 {2 
Ov Ov TE€0 


同上 , 不 妨 假 设 在 空间 [C2+e(f)]? 中 (5;, 久 ;) 一 > (5, 坊 ), 其 中 涩 和 也 都 是 非 负 函 
数 , 并 且 满 下 | 外 ww 十 上 |w = 1. 
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0 二 + w* 
一 daAU = 的 — my, TE 
on Ow 
Fi TEON 


同 于 对 问题 (6.3.11) 的 讨论 我 们 可 以 导出 一 个 矛盾 . 如 果 lim (vjllsotllwillw) = 0, 
则 w=w=0 并 且 (0 全 ) 满足 


—(ds++da/o)AV = ku wt, TEL 


一 daAU = 0 — my, T E 2， (6.3.16 ) 
OV Ow 
= 0 TEON 


注意 到 (w,v,w) = (w*,0,0), 由 引 理 6.3.1 知 vw* = a. 这 样 问题 (6.3.16) 实际 上 就 是 
问题 (6.3.13). 同 于 第 一 步 的 讨论 我 们 有 m = abk. 矛盾 . 
(1b) 如 果 ds = co, 则 v = wv* 是 非 负 常 数 . 


当 ds = co 时 , w = w* 也 是 一 个 非 负 常数 . 
当 da < oo 有 时， 因为 w 满足 


利用 引 理 0.3.1 知 u” = U0,) 从 而 (Vj, Vj, Wj) (a, 0, 0). 由 于 (Wj, Dj, Wj, Wj) 满 正 
(6.3.15) 并 且 do 一 co, 同上 可 推出 一 = vo 是 常数 , 并 且 无 论 da < co 还 是 
ds = oo, 都 有 一 全 = wo 也 是 常数 . 根据 式 (6.3.15), 我 们 还 有 


| UWidZ7 = | Vid7, | VidT 一 mf ji QZ. 
12 {2 {2 12 


由 于 wj 一 > a, 故 有 kawo = vo, bvo = mwo. 由 此 知 vo。 和 wo 都 是 正 的 (因为 
vo 十 wo 二 1) 并 且 m = abk 成 立 . 此 与 m < abk 矛盾 . 

(1c) 如 果 ds = co, 同 理 可 以 导出 矛盾 . 

(2) 如 果 di < oo, 则 ww > 0 在 8 上 成 立 . 事实 上 , 如 果 ming w= 0, 由 Harnack 
不 等 式 知 wu = 0. 再 由 式 (6.3.14) 可 推出 v= w=0. 此 与 引 理 6.3.1 矛盾 . 

(2a) 如 果 ds = co, 同 于 情形 (lb) 的 讨论 容易 推出 v = w = 0. 于 是 由 % 的 方 
程 知 = a. 同 于 情形 (1b) 的 讨论 , 可 以 得 到 矛盾 . 
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(2b) 如 果 da = oo, 与 上 类 似 可 以 推出 矛盾 . 
定理 得 证 . 
6.3.2 ”非常 数 正解 的 不 存在 性 


本 小 节 我 们 将 证 明 : 如 果 ds = 0, 则 当 qi 很 大 时 问题 (6.3.1) 没有 非常 数 正解 . 
当 ds = 0 时 , 问题 (6.3.1) 成 为 


diAu=au—~u 一 su 一 WU， rEN, 
—d2Av = kuw 一 U， TE WW, 
(6.3.17) 
一 d3AU = 0v 一 mw, T E (2 
Ou Ov Ow 
一 (2 
Ov Ov Ov ZE 


定理 6.3.3 设 do,d3,a,b,k,m 和 = 是 国定 的 正常 数 , m < abk. 则 存在 正常 
数 di, 当 di > i 时 间 题 (6.3.17) 没有 非常 数 正解 . 

为 证 此 定理 , 我 们 先 证 明 下 面 的 引 理 . 

引 理 6.3.2 ” 设 (u,v,w) 问题 (6.3.17) 的 正解 . 那么 在 [C2(O)]” 中 


其 中 (0, 色 ) 由 式 (6.3.2) 给 出 . 

证 明 ”对 于 满足 di 一 oo 的 子 序列 {di;} ;1 记 (wj,v;,Wwj) 是 问题 (6.3.17) 
对 应 的 解 . 利用 估计 式 (6.3.3), 不 妨 假 设 在 [C2+e(O)] 中 (wj,v;, wi) 一 > (u,v, 轨 ). 
显然 u = w* 是 非 负 第 数 , (v,w) 满 正 


—doAv =kuw—v, ZE 人 2 


—d3AwWw =bvu—mw, ZE (6.3.18) 
Ov Ow 

一 二 一 — 二 (2. 

Fy 0， TEO 


如 果 w* =0, 则 w= w=0, 因 而 (wj,vj,wj) 一 > (0,0,0) 在 人 上 一 致 成 并 . 此 与 
引 理 6.3.1 矛盾 , 故 wu* > 0. 容易 看 出 , w = 0 当 且 仅 当 v = 0. 如 果 w = 0, 类 似 于 定 
理 6.3.2 的 证 明 过 程 中 的 情形 (1a) 可 以 导出 矛盾 . 因此 maxp w > 0, maxspv > 0. 
从 问题 (6.3.18) 又 推出 


O(bd2v 十 d3w) (6.3.19) 


—A(bdzv++ da3w) = (pk —m)wv, TEN, 
一 0, TE Of2, 


Ov 


6.3 ”一 个 具有 年 龄 结构 和 交错 扩散 的 捕食 模型 :219 . 


于 是 有 
(Ku 一 mm) / wdz = 0. 


由 于 maxg w > 0, 故 = m/(bk) = 去 从 而 问题 (6.3.19) 的 第 一 式 的 右 端 等 于 0， 
进而 推出 bd2v + dasw = e 是 一 个 正常 数 . 再 利用 问题 (6.3.18) 的 后 两 式 又 得 


记 p = d71:, 并 分 解 u = hz, 其 中 he RR,z € 2. 再 定义 


] 
filph,zv, w= | (六 十 2z)(a 一 六 一 2 一 EU — wdz, 


fo(p,h,z,v,wW)=Az+ph+i+z(a—h—z—ev— wv) — pfilp,h,z,v,w), 
fs(p,h,2z,v,w)= dAv mv + kh 2), 


( 
( 
fa(p,h,z,v,w)=d3Ay 一 rn 十 pu， 


F p,h, ~“,U ,WwW) = (fi, f2, fa, fa)™ (2 h, z,v, w). 


那么 
F:Ri*xZxYxY—— RxXx|[C°(N)’, 


并 且 对 任 给 的 p > 0, (u,v,w) 是 问题 (6.3.17) 的 解 当 且 仅 当 Fl(p,h,z,v,w)=0. 容 
易 看 出 对 所 有 的 p, 等 式 F(p, ,0,5,W) = 0 成 立 . 

设 玫 是 下 在 (0, &, 0,V, 也 ) 处 关于 变 元 (h, z, Vv, Ww) 的 Fréchet 导数 ， 直接 计 
算 知 
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er 


(9 


一 一 | (hi+z+evt+w)dzr 
2| J 


Az 
d2Au 一 十 KU( 尺 十 z) + kuw 


V(h,z,v,w) 一 (6.3.20) 


dsAw — mw + bv 
我 们 将 证 明 yy 是 满 单 射 , 即 证 明 对 任 给 的 
(ho, zo0, vo, wo) E Rx X x [C*(f)], 
方程 


V(h, z,v, wW) = (ho, zo, vo, wo) 


有 了 唯一 解 (h,z,v,w) eE 民 x 2ZxYxY, 或 者 等 价 地 说 下 面 的 问题 


/ (hh+zZ++ev 二 www)dz = 二 一 ho , (6.3.21) 
42 


LU 
OZ 

Az=20, TE 2: | 二 0， / zd7z = 0, (6.3.22) 
Ov 18n 站 


daAv —v + kb(h+z) 二 二 w= vo' TEN, 


d3Aw — mw 十 by = wo, TEN, (6.3.23) 
Ov Ow 


有 唯一 解 . 
事实 上 , 由 于 zo EX, 故 问题 (6.3.22) 有 唯一 解 ze 2 (定理 2.7.2). 于 是 由 式 
(6.3.23) 得 


O(bd2v 十 d3w) (6.3.24) 


A(bdzv + da3w)+ okwvw(hi+z)=bv0+wo, TERN, 


Ov 
因为 | z(z)dz = 0, 由 定理 2.7.2 知 , 问题 (6.3.24) 有 唯一 解 当 且 仅 当 h 满足 


bkwh|f2| = | (bvo + wo )dz. (6.3.25) 
1 


显然 这 个 疡 是 唯一 确定 的 . 对 于 这 个 h, 问题 (6.3.24) 有 形 如 bd2v 十 dsw = g(Z) 十 入 
的 解 , 其 中 和 是 一 个 待定 的 自由 常数 , 函数 g(z) 满足 | g(z)dz = 0 被 唯一 确定 . 
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此 时 问题 (6.3.23) 中 w 的 方程 成 为 


d3 Aw 一 m+ 由 十 2 十 < -own TZ E (2 
d2 d2 
ow _ 0 TEON 


/ g(z)dz 一 0, bdoV 十 day) 一 g(z) 十 入 ， 
12 


以 及 式 (6.3.26), 我 们 有 


因此 w = wx(z) 被 唯一 确定 , 从 而 v 也 被 唯一 确定 . 上 面 的 讨论 说 明 , 对 任 给 的 
(ho, zo0, v0, wo) € 到 xXx[ICe(D)] 2 方程 到 (PP zuw) = (ho,2z0,vo,wo) 有 唯一 解 . 
这 样 就 证 明了 亚 满 单 射 , 因此 yy 存在 并 且 是 有 界线 性 算 子 . 

根据 隐 函 数 定理 , 存在 常数 5 > 0, 对 所 有 0 < p < 56, 在 (i,0,5, 促 ) 的 邻 域内 
方程 F(p,h,z,v,w) = 0 有 唯一 解 , 这 个 解 就 是 (0,5, 钙 ). 因此 当 qi 很 大 时 , 在 
( 记 ,v, 名 ) 的 邻 域内 问题 (6.3.17) 只 有 常数 解 (iv, 名). 该 事实 结合 引 理 6.3.2 吏 推 出 
定理 的 结论 . 证 毕 . 


6.3.3 ”非常 数 正解 的 存在 性 


本 小 节 我 们 讨论 问题 (6.3.1) 的 非常 数 正解 的 存在 性 . 这 些 解 是 由 于 交错 扩散 
系数 ds 很 大 , 或 者 扩散 系数 di 很 大 而 产生 的 . 
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我 们 先 讨 论 问 题 (6.3.1) 在 UV = (i,j, 而 ) 处 的 线性 化 问题 . 记 
(LU ) 一 (diu, d2V 十 dav/(o 十 LU ), d3w)-, 


采用 6.1 节 的 记号 , 为 了 计算 指数 index (I 一 下 (-) U), 需要 确定 使 得 det{j; Bu (U) 一 
Gu(D)} < 0 的 那些 y 的 代数 重 数 之 和 . 为 此 我 们 先 讨论 多 项 式 det{j.8vu (D0) - 
Gu(U)}. 因为 要 讨论 的 是 扩散 系数 dt 和 交错 扩散 系数 ds 变化 时 非常 数 正解 的 存 
在 性 , 我 们 将 着 重 强调 det{wg@xr(D) - Gu(U)} 关于 di 和 ds 的 变化 情况 . 直接 计 
算 知 


det {yu Bu (U) — Gu(U)} = C3 + Cop? + Ci + kb + me)iwy 
=C(di,da; 1), (6.3.27) 


其 中 


我 们 先 考 虑 C(di, da; 1) 关于 ds 的 变化 情况 . 设 fi(ds), jiz(ds) 和 fis(dsq) 是 方 
程 C(di, da;4) = 0 的 三 个 根 , 满足 Rejii(ds) < Rejiz(ds) < Rejisa(ds)， 那么 
tii(da)fjiz(da)jia(da) < 0, ji(da), ja(d4a) 和 jis(d4) 中 至 少 有 一 个 是 负 实 数 , 另外 两 个 
的 乘积 是 正 的 . 

同 于 6.2.4 节 , 我 们 考虑 下 面 的 极限 : 


] — 二 一 
dao0 d4 0 十 Ww* qa(0) 
Co 1 UW 
lim 二 2 一 qd .2b ) 一 
ol d4 G 十 人 急 md1 + dau di 0 十 多 < “2 (09) 
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于 是 当 oo < ww 时 , ai(o) < 0. 下 面 我 们 只 考虑 0 < o < 好 的 情况 . 这 样 就 有 
ali(o) < 0, 并 且 对 于 所 有 充分 大 的 ds, 有 C1 < 0. 因为 


=plas(o) WK’ + a2(0)p + a1(0)], 


并 且 ai(o) < 0 < as(o), 利用 连续 性 知 当 ds 很 大 时 ,fii (ds) 是 负 实 数 . 由 于 
fio(da)jea(dza) > 0, 进而 推出 fio(ds) 和 fis(dia) 都 是 正 实数 , 并 且 


。 “， 则 存在 正常 数 da , 使 得 当 d4 之 da 时 代数 
方程 Cdy ds n) = 一 0 的 三 个 根 jd) [iz(ds) 和 Lis(d4) 都 是 实 的 并 且 满 足 关系 式 
(6.3.28) 和 (6.3.29). 同时 还 有 ( 当 ds4 > di 时 ) 


一 OO 过 Li1(da) <0< Li2 (da) < Ls(da), 


< ~ (6.3.30) 


时 , 我 们 有 与 命题 6.3.1 类 似 的 结论 : 
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命题 6.3.2 ”假设 条 件 (6.3.30) 成 立 . 则 存在 正常 数 必 , 当 di > dt 时 代数 方 
程 C(di,d4a; 4) = 二 0 的 三 个 根 ji1(di), ji2(di) 和 fis(di) 都 是 实 的 并 且 满 足 


lim Li(di) = = hm ji2(di1) = 一 U， 


d1 一 OO di— oo 


lim La(di) 一 :一 由 > 0. (6.3.31) 


定理 6.3.5 ”假设 参数 do,d3,d4,a,b,k,m,e 和 0o 固定 , 并 且 满 足 m < abk 和 
条 件 (6.3:30). 取 且 由 极限 (6.3.31) 确定 . 如 果 及 E (jj, Hi+1) 对 某 个 j 之 2 成 立 
J 


由 于 定理 6.3.4 和 定理 6.3.5 的 证 明 类 似 , 我 们 只 证 明定 理 6.3.5. 
定理 6.3.5 的 证 明 由 命题 6.3.2 以 及 关于 五 的 条 件 知 , 存在 正常 数 必 , 当 
di > dt 时 估计 式 (6.3.32) 成 立 , 并 且 


hi <0=p < < php, hs € (py, Wit1)- (6.3.33) 


我 们 将 证 明 对 任意 的 di > d*, 问题 (6.3.1) 至 少 有 一 个 非常 数 正解 . 利用 反 证 法 和 
拓扑 度 的 同 伦 不 变性 来 证 . 
假设 对 某 个 di = di > di, 问题 (6.3.1) 没有 非常 数 正解 . 下 面 我 们 固定 di = 


di1. 
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对 于 te [0, 1], 定义 
G(t; U) = (ltdi + (1 — tlu, dav + tdav/(o + w?), daw)”, 


并 考虑 边 值 问题 


BU (6.3.34) 


这 里 的 正常 数 d 由 定理 6.3.3 确定 . 那么 UV 是 问题 (6.3.1) 的 一 个 非常 数 正解 
当日 仅 当 对 于 t = 1, 它 是 问题 (6.3.34) 的 一 个 非常 数 正解 . 容易 看 出 , 对 任意 的 
0 < t < 1,U0 是 问题 (6.3.34) 的 唯一 正常 数 解 . 同 于 6.1 节 , 对 任意 的 0<t< 1, 正 
函数 7 是 问题 (6.3.34) 的 解 当 且 仅 当 


F(tU) :=U- (1- A)! { B71(t; UG(U) + VU Buv lt; UVUT] + Uv， 0. 


显然 有 (1; U) = 下 (U). 定理 6.3.3 说 明 U 是 方程 F(0; U0) =0 在 X+ 内 的 唯一 
解 (X+ 的 定义 同 于 6.2.5 节 ). 直接 计算 知 


H(0; 内 = (did2d3)-1 Cl(di, 0; 4), (6.3.35) 
H(l;1)= det{ $7 (VU)} C(di, da; 4). (6.3.36) 


index (T — 大 (0; 小 U)= (1) =1. (6.3.37) 
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于 是 对 所 有 i > 1, 零 不 是 矩阵 jiT - B01(0)Gvu (0) 的 特征 值 . 根据 已 知 条 件 ， 


是 奇数 , 再 由 定理 6.1.1， 
index (T — F(1; :), U) = (-1D7 = -1. (6.3.38) 


根据 定理 6.3.1 和 定理 6.3.2, 存在 正常 数 C, 使 得 对 所 有 的 0 < t < 1, 问题 
(6.3.34) 的 正解 都 满足 C-1 < w, ww w < C. 于 是 对 所 有 0 < t< 1, 在 8B(C) 上 
FL U) 半 0, 这 里 B(OC) 的 定义 同 于 6.1 节 . 利用 拓扑 度 的 同 伦 不 变性 ， 


deg (F(1; 小 0, B(C)) = deg (F(0; .), 0, B(C)). (6.3.39) 


另 一 方面 , 由 假设 条 件 知 , 方程 F(1; UV) =0 和 (0; U)=0 在 B(C) 内 都 只 有 
解 U, 进而 从 式 (6.3.37) 和 式 (6.3.38) 又 得 


6.1 ”证 明 式 (6.1.2). 

6.2 ” 当 式 (6.2.25) 中 的 di, dz, ds 至 少 有 一 个 为 ce 时 , 完成 定理 6.2.4 的 
证 明 . 

6.3 ”证 明定 理 6.2.6. 


6.4 ”利用 积分 估计 方法 证 明定 理 6.3.3. 
6.5 ”证 明 式 (6.3.20). 
6.6 ”证 明定 理 6.3.4. 
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本 章 的 内 容 参 考 了 文献 [18]. 
一 些 具 有 特殊 结构 的 椭圆 型 方程 组 的 边 值 问题 , 可 以 转化 成 方程 式 的 边 值 问题 
来 研究 , 这 就 是 所 谓 的 解 耦 方法 . 本 章 仅 以 下 面 的 边 值 问题 


人- Z E 1 


Av=0u—7Y, ZE 人 (7.1) 


vu = v= 0, TEON 


为 例 来 介绍 这 种 方法 , 其 中 区 域 9 c R* 有 界 , 90 适当 光滑 , n > 2, 6,y > 0. 
对 于 适当 给 定 的 wu, 边 值 问题 


有 唯一 解 v. 由 此 定义 了 算 子 B : Bu = wv. 因为 7 > 0, 利用 椭圆 型 方程 解 的 正则 
性 理论 知 ， 


B:L2(0)— Hi(N)N HN), 
B :I?(0)— Wo?(f)NW??(N), 
B:C°(N)— C2+a( 们 ) 

是 有 界 线性 算 子 . 于 是 求解 问题 (7.1) 等 价 于 求解 边 值 问题 


—_Au+ Bu= f(u), ZE TO 
vu = 0, ZE Of 


7.1 最 大 值 原理 与 上 下 解 方法 


本 节 我 们 借助 于 最 大 值 原理 构造 上 下 解 , 证 明 问 题 (7.2) 至 少 有 一 个 正解 u, 进 
而 推 知 问题 (7.1) 至 少 有 一 个 正解 (ww vv = Bw. 
先 考 虑 算 子 


了 =-A+PB:DT) 一 了 (0)， 
D(T)= Ho(#) NH (DN), 
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明显 地 T 是 对 称 的 , 即 对 于 任意 的 wwa e D(T), 有 (Tu va) = (w1,Tu2). 利用 
2 正则 性 理论 易 证 TT 是 闭 算 子 . 记 0< Al < 和 Xe 入 X 入 .…. 是 -A 在 CQ 上 带 有 齐 
次 Dirichlet 边界 条 件 的 全 部 特征 值 Pk 是 对 应 的 特征 函数 . 容易 验证 


入 一 和 从 十 0/(7 十 入 kr) 上 一 12 


是 人 的 特征 值 ,wx 将 证 明 7 一 由 于 {pk},_, 是 是 完备 的 , 所 以 bh } 二 1 
T 的 全 部 特征 值 . 我 们 将 证 明 o(T) = {X} 2 

记 p(T) 为 了 的 预 解 集 . 对 于 任意 的 AEp(T), 用 区 = (TT 和) 表示 了 的 
预 解 式 .… 

5| 理 7.1.1 ( 预 解 式 的 表示 式 ) 设 实数 a,b 满足 


Qa>—A, YY+b>—A, bAA0, bYy+o=ab. (7.1.2) 


于 是 由 条 件 (7.1.2) 的 最 后 一 个 等 式 便 推出 
T—-AT=(a-A)(y -A) (y+b— A). 


再 由 条 件 (7.1.2) 得 
T= (y+b—A) (YY—A)(a—A) 
一 17 一 py 十 一 A) ‘l(a 一 A)-. 
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证 明 用 :=min{f0,v} 乘 以 方程 两 边 并 积分 , 再 利用 Poincaré 不 等 式 得 


因此 v- = 0 几乎 处 处 成 立 , 于 是 v > 0 几乎 处 处 成 江 . 
又 车 we C(D), 则 ve C2(R)noClite(0D). 取 c>0 使 得 ce 十 8 > 0. 那么 vw 
满足 
—Av 二 (c+B)v=w+i+cv20,AAA0, rEh, 
v 一 0, TEON. 


利用 强 极 大 值 原理 和 Hopf 引 理 , 可 以 推出 所 要 结论 . 证 半 . 
定理 7.1.1 如 果 了 十 和 Al > VD 则 当 


2V6 一 过 入 < 和》 :一 和 二 6/(A 十 了 ) 


利用 y 填 和 > V6 和 2V6 一 y < 入 < 和 A 和 +6/(1 十 Y), 容易 验证 wb 满足 引 理 7.1.1 
的 条 件 且 > 一 a > 0. 于 是 


应 用 引 理 7.1.2 知 结论 成 立 . 证 毕 . 
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定理 7.1.2 o(T) 仅 由 {XX ;构成 . 

证 明 设 入 & 人 的 则 并 -和 X 是 1-1 的 .如果 我 们 能 够 证 明 工 -和 7 是 
到 上 的 , 由 闭 图 像 定 理 可 推出 Ae p(T). 取 jw.€ p(T). 对 于 任意 ve IL2(f), 方程 
Tw 一 和 wv =v 有 人 解 当 且 仅 当 方程 Tu 一心 =( 入 一 /二 vv 有 解 , 即 方程 


v= (A— pT tt Tv (7.1.3) 


有 人 解 . 根据 Fredholm 二 择 一 定理 , 对 任意 的 ve L2(n), 方程 (7.1.3) 有 唯一 解 当 且 
仅 当 齐 次 方程 u = (和 一)Tuu 只 有 和 零 解 . 因为 和 4 人 Nb, 并且 w= (入 一 由 Tu 
等 价 于 Tu = Xu, 所 以 w = (和 一 Tuwv 只 有 零 解 , 于 是 问题 (7.1.3) 有 唯一 解 . 故 
TT 一 A 是 到 上 的 . 证 毕 . 

引 理 7.1.3 设 外 二 和 > V6, 并 记 { 尺 }),_, 中 的 最 小 者 为 入 . 则 和 = 入 ,并 


(Tu,u) > Xull2, vue DT). (7.1.4) 


A 人 1. 全 成 立 ， 证 毕 . 


假设 
(有 1) f :R 一 > RR 局 部 Lipschitz 连续 : 


(fa) lim sup £3 1 < * 0* 是 工 的 最 小 特征 值 ) 


sl—00 


(f3) liminf ma > 和 1 . 


|5| 一 0 


定理 7.1.3 设 7+A》i>V5, 条件 (有 1) 人 ~(f3) 成 立 , Je Cr ([0,00)). 记 有 是 
f(s) 的 第 一 个 正 零点 (如 果 f(s) 没有 正 零点 ,就 取 8 = 00). 如 果 


inf{f'(s): 0O<s<P}>2V6—, (7.1.6 ) 


则 问题 (7.2) 至 少 有 一 个 正解 u, 进而 推出 问题 (7.1) 至 少 有 一 个 正解 (u,v), 这 里 
的 4 = Bu. 


7 .2 


变 分 方法 . 231 . 


证 明 ”首先 , 由 条 件 7 上 + Xi > V6 易 知 , 2V6 -7Y< 对 = 和 ( 引 理 7.1.3). 
(1) 由 条 件 (fs) 知 , 存在 jy > 和 + 和 so > 0, 使 得 当 0 < s < so 时 , f(s) > 15. 
所 以 当 e > 0 充分 小 时 , wu = ep! 是 问题 (7.2) 的 一 个 下 解 . 

(2) 当 6 < oo 时 , = 6 是 问题 (7.2) 的 一 个 上 解 . 当 6 = oo 时 , 我 们 如 下 构 
造 问 题 (7.2) 的 上 解 .由 条 件 ( 户 ) 知 , 存在 2V6 一 Y< p< 入 = 入 和 常数 C>0， 
使 得 f(s) < js 十 C (s 关 0). 取 记 是 问题 


(7.1.7) 


—Au++ Biu=uui+C, TEN, 
ui(7T) = 0, TEON 


的 解 . 由 定理 7.1.1 知 : 在 届 内 五 >0, 在 9 上 4 < 0. 此 时 容易 验证 世 是 问题 


(7.2) 的 上 解 . 

总 可 以 取 s > 0 充分 小 , 使 得 spl < 五 在 8 内 成 并 . 

(3) 前 两 步 说 明 问 题 (7.2) 存在 有 序 上 下 解 . 取 入 = 2V5 - y, 由 定理 7.1.1 知 
了 T\ = (-- 人 A+B-AT)-! 是 正 算 子 . 条 件 (7.1.6) 说 明 函 数 f(s) 一 和 s 在 [0, maxs (7z) 
上 是 非 减 的 . 因此 , 我 们 可 以 用 单调 迭代 方法 证 明 问 题 (7.2) 在 (eyp1, 记 中 人 至少 有 
一 个 解 u, 从 而 问题 (7.1) 至 少 有 一 个 正解 (u,v), 其 中 wv = Bu. 定理 得 证 . 

例 取 flv)=au-w,a>0, 则 86= Va,min{f'(s):0< spPB}= 一 2a. 所 
以 当 

和 1 十 0/(7 十 A1) 王 A<a < 7y/2— V6 


时 , 定理 7.1.3 的 结论 成 并 . 于 是 问题 (7.1) 至 少 有 一 个 正解 . 


7.2 变 分 方法 


本 节 利 用 变 分 方法 证 明 问 题 (7.2) 至 少 有 两 个 非 平凡 解 , 从 而 问题 (7.1) 至 少 
有 两 个 非 平凡 解 . 


1 < D < co. 

引 理 7.2.1 假设 条 件 (有 1), (f2) 和 (及) 成 立 (条 件 ( 户 ), (f2) 由 上 市 给 出 )， 则 
问题 (7.1) 的 解 在 L>( 人 2) 中 有 先 验 界 . 

证 明 ”由 条 件 ( 户 ) 知 , 存在 0<u< 入 和 MM > 0, 使 得 
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因为 问题 (7.1) 等 价 于 问题 (7.2), 用 v 乘 问题 (7.2) 的 方程 两 边 并 积分 , 再 利用 不 
等 式 (7.1.5) 可 得 


一 u )udz. .2. 
x* war | Iv dz+ | Buuaz = | fd (7.2.2) 
由 式 (7.2.1) 知 
< 7. .2. 
/Tuazsz dz+M | lle (7.2.3) 
注意 到 1/ < 入 , 从 不 等 式 (7.2.2) 和 (7.2.3) 推 知 
| u’dr < C. 
0 


因为 B 是 [2(n) 上 的 有 界线 性 算 子 , 再 次 利用 不 等 式 (7.2.2) 和 (7.2.3) 便 可 推 得 
| vu?dz < GC 
(2 


于 是 ullp (2)< C: 
根据 条 件 (有), 对 于 任 给 的 s > 0, 总 存在 正常 数 Cs 使 得 


f(s)| < elsl’ + Ce. (7.2.4) 


由 于 we Hi(N) 一 L9(1), 故 Bu e W?4(). 利用 鞋 带 法 易 证 , 存在 正常 数 Cu 仅 
与 u,M 和 Ce 有 关 ， 使 得 


lullw < Co, (7.2.5) 


再 由 wv = Bu 及 B 的 有 界 性 知 llull。 < Ci, 其 中 Ci 是 仅 与 p, M 和 Ce 有关 的 正 
第 数 . 证 毕 . 

下 面 轧 假设 条 件 (fi), (f2) 和 (fa) 成 立 . 取 常 数 C* > Co 和 整体 Lipschitz 连 
续 函 数 f(s), 使 得 | 

当 |s| < 0C* 时 , f(s) = f(s),，lim 1 1 0<1< < 同时 f(s) 满 


1s| 一 oo 3 


自 个 等 式 (7.2.1) 和 (7.2.4). 
因此 边 值 问题 
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的 解 (w,v) 仍 有 估计 ullw < Co. 因而 f(w)=f(w), 故 问 题 (7.1) 与 问题 (7.2.6) 等 价 . 
边 值 问题 (7.2.6) 可 写成 


| Au+Bu= fl(u), ren, 本 
4 一 0, TEON 
算 子 B 的 定义 同上 . 考虑 泛 函 
slu) = 了 人 |vul?zdz+z(Bwa)- / F(u)dz, (7.2.8) 
$2 2 


由 此 易 知 6 的 临界 点 w 是 问题 (7.2.7) 在 丽 (2) 中 的 解 . 再 用 圣人 带 法 容易 证 明 , 这 
种 解 属 于 C2?+a(1), 即 是 问题 (7.2.7) 的 古典 解 . 所 以 (w,v) 是 问题 (7.1) 的 古典 解 ， 
其 中 = Bw. 

定义 7.2.1 (Palais-Smale 条 件 , 简称 P-S 条 件 ) 设 针 是 Banach 空间 . 称 泛 
函 f e C1(X, 民 ) 满足 P-S 条 件 , 如 果 对 任何 点 列 {zi}._， C 久 , 由 {f(zi)},_， 有 
界 和 f(Ti) 一 * 0 可 以 推 得 {zi 有 收敛 的 子 列 . 
5| 理 7.2.2 由 式 (7.2.8) 所 定义 的 泛 函 8 满足 P-S 条 件 . 
证 明 ”由 Poincaré 不 等 式 知 , Vull。 是 丽 (2) 中 的 范 数 ， 


(U, wW)H! 一 / Vu: Vwdz 
02 


可 以 看 成 码 (0) 中 的 内 积 . 按照 下 面 的 方式 分 别 定义 非 线性 算 子 fo : Hi(0) 一 ， 
HB (0) 和 线性 算 子 Bo : HO(0) 一 HO(0): 


(fo(u),w)H! = / Fu)tdz，YV WE Hj (0), 
(Bou, w)H!1 = | Bwuwas, Vv w € Ha(f). 
先 证 万 : HL(0) 一 * Hi(f) 是 紧 的 . 事实 上 , 记 了 的 整体 Lipschitz 常数 是 r, 则 存 


在 正常 数 r > ! 和 M, 使 得 |f(w)| < Tlu| + M. 假设 {ui;},_， 是 三 (2) 中 的 有 界 
列 , 那么 存在 子 列 仍 记 为 {us}~,, 存在 ve HI(0), 使 得 在 而 (0) 中 wi 一 ww 在 
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72(0) 中 wi 一 ?> u. 又 因为 对 任意 we Hi(f), 有 


vfolui) = Vfolw)llz < Cllui 一 可 2 一 0 


故 在 (2) 中 fo(wi) 一 fo(u). 因而 fo :可 (0) 一 本 (人 ) 是 紧 的 . 

由 于 B :可 一 Hi 是 紧 线 性 算 子 , 显然 Bo : 一 * HG 也 是 有 紧 的 . 

至 此 我 们 得 到 : 有 =T+ Bo -fo 是 一 个 恒 同 算 子 与 一 个 紧 得 子 的 和 . 为 了 证 
明 5 满足 P-S 条 件 , 只 需 证 明 

(A) 对 于 每 一 个 满足 |8(wi)| < C 以 及 $B'(wi) 一 > 0 的 序列 {wi} C H), 

都 存在 一 个 子 列 仍 记 为 {ui}._,, 使 得 uillaz < C. 
见习 题 7.5. 

下 面 证 明 结 论 (A). 由 罗 (w) 一 0 知 , 存在 ei; NN 0 和 {wi}._， 的 子 列 仍 记 为 
它 上 自身 , 使 得 


< eillwlpygi, VwE Hi (1). 


| Yui . Vwdz + [ (Bui)wdz — ] Flus)wdz 
在 上 式 中 取 w = wi, 利用 不 等 式 (7.1.5) 得 
X | udr < | | Flus)uide| + eillusllin:. 
根据 f 的 截断 性 质 , 从 上 式 可 推出 
| usdz < C+ Ceilluil|ai. 
由 于 |6(wi;)| < C, 故 有 


+C. (7.2.9) 


| Vuil’dz < / (Bui)uidz 十 2 
02 02 


| F(ui)dz 
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再 利用 f 的 截断 性 质 及 B 的 有 界 性 , 从 式 (7.2.9) 可 推 知 


/| Vuil’dz < C+Ceiluln. 
(2 


因为 6; ~ 0, 所 以 utilpar < C. 证 毕 . 
引 理 7.2.3 泛 函 有 在 万 (CO) 上 有 下 界 , 且 lim 5$(w) = 00. 


上 ul ma 一 oo 


证 明 由 和- _ 1 知 对 于 任意 固定 的 。: 0 < e < X* _1 存在 正常 数 
NM0 使 得 


| F(u)dz| < / ud7z 十 Mo. (7.2.10) 
0 2 Jp 


用 反 证 法 证 明 。 lim ”$(w) = oo. 假设 存在 序列 {wi}>， Cc 而 (2) 和 正常 数 


uillg— 0, Bui) < C, VY. 


我 们 分 两 种 情况 导出 矛盾 . 

(1) 者 存在 子 列 {wi Pr C {u 使 得 |w | 一 > oo. 那么 由 不 等 式 (7.2.11) 
知 $6(wui, ) 一 * oo. 这 是 一 个 矛盾 . 

(2) 假设 存在 正常 数 M, 使 得 ||uillz < M 对 所 有 i 成立. 因为 uillma 一 oo 
所 以 上 Vwuills 一 * oo. 由 于 B: L' (2 ) 一 * L2(f) 是 有 界线 性 算 子 , 改 (Bui, wi) 有 人知 . 


由 不 等 式 (7.2.10) 知 |F (ui)dz 也 有 界 . 再 由 B(w) 的 定义 以 及 ||vVuilla 一 oo 便 可 
推 得 8B(w;) 一 ; oo. 这 也 是 一 个 矛盾 . 引 理 得 证 . 
引 理 7.2.4 | 如 | < 6/Y, 其 中 | 如 | = sup 
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方程 两 边 同 滋 以 v 并 积分 得 


/ Vvl dz 十 7 | v dz = 5 (Bu)udz < 6llulls :| Bull>. 
02 02 02 


引 理 得 证 


定理 7.2.1 设 条 件 (及 ), (f2) 和 (f4) 成 立 . 如 果 存 在 5 > 0 使 得 FF(b) > 
6b*/(2Y), 则 当 RR 充分 大 时 间 题 (7.2.6) 有 一 个 非 平 凡 解 . 从 而 问题 (7.1) 有 一 个 非 
平凡 解 . 

证 明 ”根据 引 理 7.2.2 和 引 理 7.2.3, 泛 函 $ 在 临界 点 ul € HB(R) 处 取 到 
它 在 Hi(n) 上 的 整体 极 小 (文献 [16] 的 第 5 章 定 理 3.1 的 系 1), 所 以 wi 是 问题 
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(7.2.6) 的 解 . 由 引 理 7.2.5 知 8B(w1) < 0, 因而 wi 是 非 平凡 的 . 再 利用 鞋 带 法 可 证 
ul € C2+e(f), 因而 (wi,vi1) 是 问题 (7.1) 的 非 平凡 的 古典 解 , 其 中 v1 = Bui. 证 
毕 . 

山路 引 理 ” 设 户 是 一 个 Hilbert 空间 , $ € C1(E, 民 ), 存在 wo, ui € B 和 正常 
数 7) 满 正 : 

(juo 一 人 | > 7 

(2) 5(uo)，B(ui) < hk; 

(3) 当 luo 一 如 = 时 , $B(u) > &. 
令 人 一 {0 E€ C(I0,1l,E): o(0) = wo, al) = ul}, 并 定义 


c= inf max $l(u). 
o€2, uEo([0,1)) 


如 果 5 满足 P-S 条 件 , 则 c 是 5 的 一 个 临 者 值 . 
定理 7.2.2 假设 定理 7.2.1 的 条 件 成 立 , 记 ul 是 由 定理 7.2.1 得 到 的 非 平凡 
解 . 又 设 存 在 0< 入 < 入 和 0<r< jwuillgi, 使 得 


/ Fl(u)dz < | udz, Vu Ee HI(R), llullg: & x. (7.2.12) 
02 02 


则 当 RR 充分 大 时 , 问题 (7.2.6) 还 有 一 个 非 平凡 解 us。 并 满足 


二 Hi(f), uo = 0, 下 面 验证 山路 引 理 的 条 件 . 
当 we€ Hi(f), lz 和 r 时 , 利用 不 等 式 (7.2.12) 和 不 等 式 (7.1.5) 得 
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于 是 wa 关 Ul, uz #0, 并 且 ws 是 问题 (7.2.6) 的 解 . 因而 (U2, V2 ) 是 问题 (7.1) 的 田 
一 个 非 平 凡 解 , 其 中 v = Buz. 证 毕 . 

此 定理 说 明 问 题 (7.1) 至 少 有 两 个 非 平凡 古典 解 . 

例 flv) = vv -a)(l vu),0<a<1/2,0= Br(0) 是 球 . 


如 果 y/6 > 9/(2@? 一 5a 十 2), 则 当 R 适当 大 时 , 问题 (7.1) 至 少 有 两 个 非 平 
凡 解 . 


习 题 7 


7.1 证明 由 式 (7.1.1) 定义 的 算 子 T 是 对 称 算 子 . 
7.2 ”证 明 不 等 式 (7.1.5). 

7.3 ”证 明 问 题 (7.1.7) 存在 解 . 

7.4 ”证 明 估 计 式 (7.2.5). 


7.5 ” 设 X 是 Banach 空间 , 泛 函 fe C1(X,R), 并 且 f'= 了 I+ 4, 其 中 了 是 恒 
同 算 子 , 4 是 紧 算 子 . 试 证 明 : f 满足 P-S 条 件 当 且 仅 当 对 任何 点 列 {zi} C 义 , 由 
{f(zi)} 有 界 和 f'(zi) 一 > 0 便 可 推 得 {zx;} 存在 有 寞 子 列 . 
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Nehari 在 文献 [32] 中 引入 一 种 集合 用 于 研究 一 类 二 阶 非 线性 椭圆 型 方程 的 边 
值 问题 , 后 来 人 们 发 现 这 关 集 合 在 非 线 性 偏 微分 方程 的 研究 中 有 重要 作用 , 故 把 它 
称 作 Nehari 流 形 . 目前 Nehari 流 形 已 被 广泛 应 用 于 非 线性 椭圆 型 方程 的 边 值 问题 
解 的 存在 性 、 多 解 性 、 不 存在 性 , 以 及 非 线 性 发 展 方程 整体 解 的 存在 性 与 不 存在 性 
的 研究 中 . 鉴于 本 书 的 内 容 , 我 们 仅 以 二 阶 椭圆 型 方程 的 边 信 问题 


一 AV = f (7, u(7z)), Te 12, 
4 = 0, T E Of/ 


为 例 , 介绍 Nehari 流 形 以 及 它 的 应 用 . 本 章 的 内 容 参考 了 文献 [33]. 


8.1 Nehari 流 形 
临界 点 理论 中 的 一 个 重要 事实 是 , 边 值 问题 


的 解 对 应 于 泛 本 JJ: Hi(n) 一 ; R: 


J(u) = 了 ;| Vul’dz 一 | Fle, ue)ae 


的 临界 点 ,其 中 F(z,w) = / “f(z,s)ds. 方便 起 见 , 记 X= Hi(0), uljx = vullz 


如 果 J(w) 在 和 上 有 下 界 , 那么 它 在 X 上 有 极 小 点 , 并 且 极 小 点 还 是 J(w) 的 
临界 点 . 但 是 对 于 许多 非 线 性 椭圆 型 方程 的 边 值 问题 , 对 应 的 泛 函 J(w) 不 是 在 整 
个 全 上 有 下 乔 , 而 是 在 XX 的 一 个 “适当 好 ”的 集合 上 有 下 需 , 并 且 在 该 集合 上 泛 
困 J(w) 的 极 小 点 可 能 会 对 应 于 边 值 问题 的 解 . 

对 于 问题 (8.1.1) 而 言 , 目前 所 知道 的 这 种 “适当 好 ”的 集合 的 最 佳 选择 就 是 所 
博 的 Nehari 流 形 
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这 里 《., .) 表示 X 与 它 的 对 偶 空 间 X* 之 间 的 对 偶 积 . 显然 J(u) 的 所 有 临界 点 都 
位 于 S 中 . 后 面 我 们 将 会 看 到 , 位 于 S 上 的 局 部 极 小 点 “通常 ”会 是 J(w) 的 临界 
容易 看 出 .ve 9 当 且 仅 当 


] Vul’dz -上 f(x, u)udz. 


利用 映射 $(t) = J(tu) (t > 0) 的 驻 点 来 刻画 Nehari 流 形 9 是 非常 有 效 的 . 这 
种 映射 通常 称 为 纤维 映射 . 还 可 以 看 出 , 如 果 ww 是 J(w) 的 一 个 局 部 极 小 挟 , 那么 
gult) 在 t= 1 处 取 到 局 部 极 小 值 . 

定理 8.1.1 设 uweXX\{0},t>0. 那么 tu€E5S 当 且 仅 当 9(t) = 

证 明 ”直接 利用 公式 


$lt) = (JT (tu), vu) = 


二 (rt tu 


t 
可 得 结论 . 证 毕 . 

由 定理 8.1.1 知 , 5S 中 的 点 对 应 于 映射 Bu(t) 的 驻 操 . 目 然 地 把 3 分 成 3 个 集 
合 S+,9- 和 59, 分 别 对 应 于 纤维 映射 的 局 部 极 小 , 局 部 极 大 和 抛 上 已 . 由 于 


我 们 定义 


(2) 加 (1) > 0, 97(1) <0 和 94(1) =0 分别 对 应 于 E55St,uE€E5S5- 和 we€59". 

下 面 的 定理 说 明 , 泛 函 J(u) 在 5S 上 的 极 小 点 “通常 ”是 它 的 临界 扩 . 

定理 8.1.3 ”假设 uo 是 J(u) 在 3 上 的 一 个 局 部 极 小 点 , 并且 uo 4 S0. 那么 
J (uo) 一 0U. 
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证 明 如果 wo 是 J(w) 在 3 上 的 一 个 局 部 极 小 乓 , 那么 uo 是 优化 问题 


的 解 , 其 中 
Y(u) = | [Vul’*dz 一 | fe Wud 


根据 Lagrange 乘 子 理论 知 , 存在 常数 y, 使 得 (wo) = jy (uo). 故 有 


(J (uo), uo0) = 1AY (Uo), Uo). (8.1.2) 
因为 wo € 5 所 以 (J'(wo), uo) = 0， 上 
| [Vuol’dz = | f(x, uo )uodz, (8.1.3) 
0 9 
于 古 


作为 应 用 , 本 节 讨 论 边 值 问题 


—Au = Ma(r)ut+b(r)ul? vu, rTEnN, 
4 = 0, TEON, 


(8.2.1) 


其 中 f 是 R* 中 的 有 界 光滑 区 域 , 入 > 0 是 参数 , 1 < p < (n+ 十 2)/(n 一 2), 铬 
数 ae LX(f),b e€ C(N)NnL”(N), 并 且 a 和 在 2 内 都 可 以 变 号 , 但 是 集合 
{Zz €E 1 :bz) > 0} 的 测度 大 于 零 . 容易 看 出 : 若 v 是 问题 (8.2.1) 的 解 , 那么 一 
也 是 它 的 解 ; 如 果 wv 是 问题 (8.2.1) 的 非 平凡 解 , 那么 v 的 正 部 ut 和 负 部 v 也 都 
是 它 的 解 . 利用 弱 解 的 强 最 大 值 原理 (定理 B.1.9) 可 得 ,在 内 w>0 或 者 u<0. 
因此 问题 (8.2.1) 的 非 平 凡 解 一 定 是 正解 或 负 解 , 并 且 正 解 和 人 负 解 一 一 对 应 . 

下 面 简 记 lw = Vwllz, 即 范 数 lwll aco): 
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问题 (8.2.1) 对 应 的 Euler 泛 函 是 


Ju) = ; / (|Vul’ 一 Mau’ )dz 一 blul? Tdz. 


显然 , ve 5 当 且 仅 当 


/ (va2 - Aau? — blulP+t!)dz =0. 
由 此 知 5 是 闭 集 , 并 且 当 ve 5 时 有 
A(w) = 3 二 / (lVul? - Aau?)dz = € - 1 ) | plulPt1dz. 
此 外 还 容易 验证 
S+ = 人 < 5 | (ul? ~ Xow) ds —2 | plulPt1ldz > | 


全 ES:l(1 -中 | blul? tidz > 0 
2 


一 全 ED: | dua < of 
类 似 地 有 


S” = 全 ES: | blul?tidz > 由 ,5°* = 全 EDS: / blul?t dz = of 
(2 (2 


由 此 推 知 : 在 S+ 上 有 (wu)<0, 在 5S- 上 六 (>0, 在 30 上 .Au)=0. 
对 应 的 纤维 映射 是 
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而 当 / (|Vul’ 一 Mau’ )dz 与 | blul?tidz 反 号 时 , $9.(t) 没有 驻 点 . 
(2 (2 


此 外 还 容易 证 明 , 当 wu es S- 时 , p(t) 在 t= 1 处 取 到 最 大 值 ; 当 w es S+ 时 ， 
pult) 在 t= 1 处 取 到 最 小 值 . 
定义 集合 : 


LT = 人 E Hi(1): llul|l = 1, / (|Vul? ~ Mau’ )dz > 0 , 
0 


vu € Hao(f): lull = 1, / (vv 一 Mau’)dz < 0 , 
12 


| 

L" = 全 E Hy(1): lull= 1, [ (Yu - Mav )dz = 0 , 
| 上 
= < Ho(N): jull=1, | uP ras < 上 


B= 人 e Ho (1): llul|=1, / blul?t dz = of 
0 


人 一 而 的 分 析 可 中 看 站 如 果 we Lt+ Nn Bt+, 那么 lim pu(t) = —o0, 而 且 当 


t— O00 


大 值 , 并 且 t(w)u € 5S-. 类 似 地 , 如 果 we L- nnB-, 那么 lm 8(t) = oo, 而 且 当 


t > 0 适当 小 时 p(t) < 0, 94.(t) < 0, 同时 8,(t) 在 其 唯一 驻 点 t(u) 处 取 到 最 小 值 ， 
t(uju € S+. 最 后 , 如 果 v e L+ nn B-, 那么 9(t) 关于 t >0 是 严格 递增 的 ; 如 果 
u EL- NBt, 那么 $,(t) 关于 t>0 是 严格 递减 的 . 

上 面 的 结果 可 以 总 结 为 下 面 的 定理 . 

定理 8.2.1 假设 ue Hi(f)\ {0}. 

(1) 存在 常数 c 使 得 cu E 5- 当 且 仅 当 一 €E Lt+nn Bt+t:; 

(2) 存在 常数 c 使 得 cu e S+ 当 且 仅 当 一 - EL- 几 B-; 


a 
(3) 如 果 wuELtNB- 或 者 uE LDL- 由 Bt, 那么 对 于 任意 的 常数 c, 有 cug5. 


问题 (8.2.1) 解 的 存在 性 与 参数 入 的 范围 有 关 . 下 面 总 假设 集合 
WY, = {vu € Ho(N): | azZ)w (zr)dzr > 0} 


非 空 . 由 定理 2.6.2 知 , 特征 值 问题 


(8.2.2) 
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有 正 的 主 特征 值 ( 它 还 是 正 特征 值 中 的 最 小 者 ), 记 为 和 (a), 对 应 的 特征 函数 记 为 
91. 不 芒 认 为 $1(7z) > 0. 


8.2.1 入 < Ai(a) 的 情况 
从 定理 2.6.2 的 证 明 可 以 看 出 , 当 0 < 入 < Xi(a) 时 特征 值 问题 


一 AU 一 AalZ)_ 一 HU ， ZE 
| 人 (8.2.3) 


4 一 0, TEON 


的 主 特征 值 KW(A) > 0 (因为 (0) > 0 并 且 和 (a) 是 WA) = 0 的 第 一 个 正 根 ). 利用 
特征 全 的 极 小 原理 知 


/ (vv — Xa(z)w )dz > p(N) | udz, Vu € Ho(N). (8.2.4) 
12 (2 


利用 及 证 法 多 证 , 存在 常数 6 > 0 使 得 


/ (|[Vul? ~ Ma(z)u°)dz > ollull’, V ue Ho(N). (8.2.5) 
事实 上 , 如 果 结 论 不 对 , 则 存在 um se HG (8) \ {0}, 使 得 
| (vam = Xs) )as < uml 
即 


(1—1/m)llumll’ < 和 人 a(z)u2 dz， (8.2.6 ) 


令 t = 一 补 ， 则 loan = 1 并 且 由 Poincar6 不 等 式 知 ,存在 正常 数 C 使 得 


wm 


amlla < C 对 所 有 m 成 立 ， 故 存在 {un}”， 的 子 列 仍 记 为 它 自身 ， 以 及 函数 
te Hi(1), 使 得 在 Hi(f) 中 一 入 ,在 2(8) 中 一 有. 同时 由 式 (8.2.4) 和 
式 (8.2.6) 知 , 如 nm 满足 


1>A / a(z) 2 dz 十 RONG ll2， (8.2.7) 
(2 
1 ^2 
1 一 一 乞 入 1 a(r)udz. (8.2.8) 
Ml 12 
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分 别 在 不 等 式 (8.2.7) 和 (8.2.8) 中 令 m 一 > co, 得 
af(Z) 们 “dz 它 ||2 < a(z)h dz. 
12X /aedz + pl, 1<X /ati 


这 是 一 个 矛盾 . 因此 , 估计 式 (8.2.5) 成 立 . 

估计 式 (8.2.5) 绚 含 L- 和 L? 都 是 空 集 , 从 而 S+ 也 是 空 集 , 59 = {0}. 此 外 
还 有 5- = {t(ju: eBt},S= 5- U {0}. 

下 面 讨论 有 (wu) 在 S- 上 的 性 质 ， 显 然 当 we€ 5- 时 , (wu) > 0. 欲 证 
inf J\(u) > 0. 假设 we 5-, 那么 v= 一 ee L+n B+, 并且 w= t(v)v, 其 


记 ir = supWz), Ke+D 是 本 0D) LP+1(0) 的 Sobolev 嵌入 常数 (K > 0). 于 


TEC1f2 


么 b* > 0, 并 且 


/ blvl ?Tt ' dz < b* / vietidz < b*K|lvI?t = 0b*K. (8.2.9) 
02 12 


于 是 由 估计 式 (8.2.5) 和 (8.2.9) 得 


1 | P+1)/(p—1) 
> | 5 ) 一 一 77 
€ 2D 十 (ie 7 


现在 证 明 .luw) 在 S- 上 有 极 小 点 并 且 这 个 极 小 点 还 是 J\(w) 的 临 者 点 , 从 而 
边 值 问题 (8.2.1) 至 少 有 一 个 非 平凡 解 . 假设 {was}”_，c 5- 是 一 个 极 小 化 序列 
即 lim (um) = inf .Ji 利用 不 等 式 (8.2.5) 知 


7 几 一 OO UES— 
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这 说 明 {um}”_, 在 到 (0) 中 有 界 . 故 可 假设 存在 wo e 本 (0), 在 可 (9) 中心 一 
uo, 在 2(f) 和 LPt1(8) 中 wm 一 * uo. 叉 因 为 


1 1 /1 1 
Dm) = (Trace (nt 


并 且 p > 1, 由 式 (8.2.10) 便 可 推 得 存在 s > 0, 使 ua > e 对 所 有 mm 成 立 . 再 利 
用 式 (8.2.10) 又 推 知 


从 而 wo 关 0. 由 不 等 式 (8.2.5) 得 


/ (vauo| — Mauo)dz > lluoll’ > 0， (8.2.11) 
(2 


我 们 断言 , 在 五 0(2) 中 wm 一 uo. 如 着 不 然 , 由 范 数 的 弱 下 半 连 续 性 知 ||uol| < 
lim inf lumll, 从 而 有 


/ (|VYuol’ — Mavut 一 bluo|?t )dz < lim nf | (|Vuml’ — Xau2 一 um|P+1)dz _0 
0 1 


Limdo®, 


所 以 
gg (1) = | (lVuol? — Aau? — bluol?+t1)dz < 0 
(2 


利用 不 等 式 (8.2.11) 又 知 , 对 于 适当 小 的 上 > 0 有 
pult)=+ (f (|Vuol” — Mauo) dz —t? / oa > 0. 


于 是 存在 a > 0, 使 得 pu (9) = 0. 因此 awvo e S-. 由 于 wm EE 5S-, 所 以 $,(t) 在 
t 二 1 处 取 到 最 大 值 , 即 


Ntum) = bun lt) & pu,(l)= Num), Vt>0. 


当然 有 (Qum) < JA(Um): 注 半 到 aum 一 awo， juol < Him inf um 有 改 有 


TOO 


J\,(auo) <liminf J (Qum) < lim J\ (um) = inf JA(u). 
mm 一 Oo mM— O00 uES— 
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这 是 一 个 矛盾 . 因而 在 瑟 I(2) 中 wm 一 > vo. 
因为 在 HG(8) 中 wm 一 > wo, 由 


| (|[Vuml’ — Mou, — bluml?t )dz = 0 
2 


推 知 ， 
| (|Vuol? ~ Mauo — bluol?t )dz = 0, (8.2.12) 
1 
J\(uo) = lim Ja\(unm) = inf JA(u). (8.2.13) 
TNOO UE 


式 (8.2.12) 说 明 wo e 5S, 式 (8.2.11) 说 明 wo e 5-, 式 (8.2.13) 又 说 明 wo 是 有 (ww) 
在 S- 上 的 一 个 极 小 点 . 根据 定理 8.1.3, uo 是 .六 (w 的 临界 点 , 因此 wo € Hi(f) 
是 问题 (8.2.1) 的 一 个 非 平 凡 约 解 . 

至 此 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 8.2.2 若 0< 入 < 和 (a), 那么 问题 (8.2.1) 至 少 有 一 个 正 的 弱 解 . 


下 面 讨论 当 和 入 (a)- 时 问题 (8.2.1) 解 的 渐 近 极限 . 这 里 只 讨论 / Dg2+1 
dz > 0 的 情况 , 而 把 / bg?+*dz < 0 的 情况 留 在 下 节 . 
12 


定理 8.2.3 假设 / bp?™ dz > 0. 我 们 有 
(2 


1 1 inf J = 0; 
DD) oA) wes 


(2) 如 果 和 i 一 和 (a) 是 JJ 在 9 上 的 极 小 点 , 则 lim wu = 0. 


2 一 OO 


证 明 (1) 不 芒 假 设 | 加 || = 1. 因为 / 5 dz > 0, 所 以 $1 € B+. 又 因为 
(2 
入 < Ai(a), 故 91 ELt, 从 而 91 €E Lt+nN B+. 因此 t(91)91 € 5-, 其 中 


1/(p—1) ， 1/(p—1) 
| (vo -Nada)as Ca —») | edar 
t(01)= | 于 QQ | 
/ 5 dz 
(2 


. 948 . 第 8 章 ”Nehari 流 形 及 其 应 用 


因为 0 < inf 和 (CD 和 .tbi)gD), 从 上 式 推 知 结论 (1) 成 立 . 


UES— 


2) 首先 证 明 序列 fu] 在 三 (0) 中 有 界 ， 如 着 不 然 ,通过 选取 子 序列 ,有 
不 妨 认为 在 而 (9) 中 vw 一 oo 在 Z2(2) 和 LP+1(9) 中 


ul 一 oo. 令 v= 


Ui 一 U0. 因而 


lim | avidz = | avidz, lim | blvil?tidz = | blvol?t dz 
:一 co /0 7 :一 co /0 0 


由 绪论 (1) 类 |， 当 i 一 > oo 时 ， 


Fa 


lim | (Yoi — Navi)dr =0, lim | blvil?™ "dz=0. 


1— OO 人 1 一 > OO 0 


从 而 有 
| loolptldz = 0. 
12 


如 果 在 HB3(f) 中 wi 不 收敛 于 vo, 那么 由 范 数 的 弱 下 半 连 续 性 得 


/ (|Vvol* 一 A] (a)avo )dz < lim (|Vvi|* — 入 iQU: ; ) dz 一 一 0. (8.2.14) 
12 


Z 一 OO 人 


因为 Xi(o) 是 问题 (8.2.2) 的 主 特征 值 , 所 以 人 = 0 是 问题 (8.2.3) 对 应 于 入 = Xi(a) 
的 主 特征 值 . 利用 特征 值 的 变 分 刻画 ( 极 小 原理 ), 我 们 有 


| ([IV¢|? — Ni(a)ap’”)dz >0, Vo¢ Ee Ho(N). (8.2.15) 
(2 
不 等 式 (8.2.14) 与 不 等 式 (8.2.15) 相 了 矛盾 . 因此 在 三 (2) 中 wi 一 > vo, 从 而 


/ (|(Vvol? — Ni(a)ave)dz = lim | (lVvil? — Navi)dz = 0. 
7 


2 -一 OO 12 


因为 luill = 1 所 以 lool = 1, 故 vo 关 0. 这 说 明 vo 是 问题 (8.2.2) 对 应 于 主 特征 值 
Ai(a) 的 特征 函数 , 于 是 存在 非 零 常数 使 得 vo。 = kV1. 又 因为 


| blvol2 dz 二 0， | bb? dz > 0, 
(2 (2 


所 以 k= 0, 从 而 vo = 0. 这 个 矛盾 说 明 序列 {wi}._, 在 H3(8) 中 有 办 
不 妨 假 设 在 HO(8) 中 wi 一 wo. 同 于 上 面 关于 序列 {vi}.-， 的 讨论 可 以 推 知 ， 
在 Hi(n) 中 wi 一 > vo 并 且 wo = 0. 定理 得 证 . 
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8.2.2 入 > Ni(a) 的 情况 
如 果 入 > Ni(a), 则 有 


| (2 一 Xag1)dz = (Xi(a) 一 A) [ adidz < 0 


从 而 $1 e L-. 于 是 当 上 bg dz <0 时 ,和 enzB-, 因 此 5S+ 非 空 . 在 此 情 
(2 


况 下 , 9 可 能 由 两 个 孤立 分 支 构 成 . 如 果 能 够 证 明 有 (w) 在 每 个 分 文 上 剖 有 “适当 
好 ”的 极 小 点 , 那么 问题 (8.2.1) 就 至 少 有 两 个 正解 . 


引 理 8.2.] 假设 | bp? tidz < 0U. 则 存在 0 >0, 当 和 1l(a ) <AA< Al(a) 十 0 时 
, 12 
(LIUL-)NB+=g%. 
证 明 ”如 果 结 论 不 成 立 , 则 存在 序列 {A;}~>， 和 {wi}”,, 满足 ll = 1 和 
Ni 一 和 (a)t+ 以 及 


| (|Vuil’ — Naut)dz < 0, | bluil?t'dz > 0. (8.2.16) 
(2 (2 


因为 {vi} 在 Hi(f) 中 有 界 , 不 妨 认为 在 Hi(n) 中 wi 一 wo, 在 2(f) 和 
L?+* (2) 中 Ui U0. 
下 面 证 明 在 到 (1) 中 wi 一 > wo. 如 者 不 然 , 则 有 jwol| < lim inf |lwil|. 于 是 


1— OO 


/ (|Vuol’ — Ni(a)auo)dz < iminf / (Yaui — Nau;)dr < 0. 
12 12 


vw— OO 


此 与 不 等 式 (8.2.15) 矛盾 . 故 在 而 (2) 中 wi 一 > uo, 从 而 |juol| = 1. 再 由 式 (8.2.16) 
得 
(i) | (Yuo| — Ai(a)aut)dzr < 0,， (ii) ] bluol? dz > 0. 


利用 (i) 和 不 等 式 (8.2.15) 知 , 存在 常数 使 得 uo = kp1. 再 利用 (i 和 假设 条 件 
| ra <0 知 =0. 这 与 jluol| = 1 相 了 矛盾. 证 毕 . 


当 (LOUL-)NnN B+ = % 时 , 我 们 对 Nehari 流 形 的 结构 会 有 更 加 深刻 的 了 解 . 
这 网 是 下 面 的 定理 . 

定理 8.2.4 假设 (LOUL-)Nn Bt =. 我 们 有 

(1) 5 = {0}; 

(2) 0g¢ 5S-, 并 且 S- 是 闭 的 ; 

(3) S- 和 5+ 是 分 离 的 , 即 5- miS+ = 

(4) ST 有 芥 . 
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焉 阴 


政 盾 . 所 以 5? = {0}. 
(2) 如 果 结 论 不 对 , 则 存在 {wi}._，C 5-, 使 得 在 HB(f) 中 wi 一 * 0. 于 是 当 


i 一 > oo 时 ， 


0 < / (|Vuil” 一 Mau; )dz 一 / bluil?tidz— 0. 
(2 02 


令 v; = 一 一， 不 妨 假设 在 Hi(0) 中 vi 一 vo, 在 L2(0) 和 L?+1(8) 中 vi 一 > vo. 


wl 


显然 有 


0 < / (Yui| — Mavi )dz = | blvil?t vill? dz—» 0. 
02 02 
因此 


0 = lim (|Vvil|* 一 Mavi ) dz =1- 入 lim | avidz=1-— | Qavi dz, 


2 一 oo /0 ?一 oo J 0 (2 
故 vo 关 0. 此 外 , 利用 范 数 的 弱 下 半 连 续 性 还 有 


/ (|Vvol” 一 Xav0 )dz < lim (|Vvi|* 一 Mavi )dz 二 0. 
12 


%—+ OO 0 


S-NStcCcS-N(StUS)=S NN(StU{0}))= (S57 NST)U(S  N{0})= 9%, 


因而 5S- 和 5S+ 是 分 离 的 . 
(4) 车 S+ 无 界 , 则 存在 序列 {wi}._，C 5S+, 使 得 luill 一 oo. 按 定义 有 


/ (|Vvil’ 一 Mavi ) dz 一 | blvil? tillwill?™ dz. (8.2.17) 
02 1 
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不 妨 假 设 在 而 (2) 中 wi 一 vo0 在 到 (2) 和 LPt'(8) 中 wi 一 wo. 由 于 | (Yo — 
Aav? jdz 关于 i 有 界 , 并 且 jlwi|| 一 ? oo, p > 1 从 式 (8.2.17) 可 推 知 


/ blvol?t’dz = lim | oilz+ dz = 0. 

0 ?一 oo po 

同上 可 以 证 明 在 Ho (82) 中 Vi— UO, 因而 vol| 一 二 故 UO € B°. 进而 有 UOQ € B+, 
见习 题 8.2. 此 外 还 有 


/ (|Vvol’ — Mavo )dz = lim (vvwui| 一 Mav; )dz < 0， 
(2 OSI 
于 是 vo € L?UL-. 因此 vo e (LUL-) nN B+ = 8, 刻 盾 . 所 以 9+ 有 界 . 证 毕 . 
当 5S- 和 S+ 分 离 并 且 S59 = {0} 时 , 和 (wu) 在 S- (或 者 S+) 上 的 非 零 极 小 点 
也 是 .人 (ww 在 93 上 的 局 部 极 小 点 , 因此 这 些 极 小 点 是 (wu) 在 5S 上 的 临界 点 , 从 而 
是 问题 (8.2.1) 的 非 平 凡 解 . 我 们 先 讨论 5-. 
定理 8.2.5 假设 (LOUL-)NnBt+=6@. 则 有 
(1) Au) 在 3- 上 的 极 小 化 序列 是 有 界 的 ; 


(2) inf Ju) > 0: 
GE 一 


(3) (wu) 在 93- 上 存在 极 小 点 . 
人 首先 , 由 假设 条 件 和 习题 8.2 易 知 0mn B= %,L- Bo 二 
1) 假设 {ui}._, CS- 是 .Co) 的 一 个 极 小 化 序列 ， 于 么 存在 非 负 全 c, 使 得 


/ (Yuwi| ~ Maw; )dz = / bluil? dz 一 c. (8.2.18) 
1 


7 (Yoo| 一 Nav0j)dz < lim (|Vvi|’ 一 Mavi )dz 一 0U. 
(2 . 
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由 此 知 vo 关 0, 并 且 To < L- nn Bo. 得 到 一 个 矛盾 . 改 在 Hi(0) 中 wi 一 vo. 从 


而 有 jlvol| = 1, 并 且 


| (|Vvol|’ — Mavt )dz = | blvol?* dz = 0. 
0 0 


这 说 明 w < Ze n B0, 与 已 知 条 件 矛 盾 , 因而 {ww} 之 , 有 界 


由 结论 (1) 知 序列 {ws}”， 有 界 , 故 可 认为 在 友 (9) 中 ww 一 wo, 在 [2(0) 和 
Lrt1(0) 中 ww， uo. 同 于 结论 (1) 中 关于 序列 {v4} 的 讨论 便 可 推 知 , 在 有 1( 人 0) 
中 wi 一 ，wvo. 根据 定理 8.2.4 0 & S-,， 所 以 wo 关 0. 同 于 结论 (1) 的 证 明 , 有 


| buolP dz = lim | bluil?tidz > 0. 
1 


这 说 明 Te e B+. 因为 (DUL-)NB+ = %, 所 以 | E BT C LT+. 从 而 
0 0 
“0 E Lt+n B+, 
woll 


/ (|Vuol’ ~ Mud)dz > 0. 
1 


8.2 应 用 . 253 . 


进而 得 到 t(wo)uo < 5S-, 其 中 


现在 证 明 在 鼠 1(0) 中 wi 一 > uo. 如 若 不 然 , 同上 可 知 


| (Yuo| — Mout)dz < lim | (lVuil’ — Mui )dz 
0 


2 一 OO 人 


故 有 t(20 ) < 1. 由 于 t(20 ui 一 一 t(20 )uo, 并 且 映 射 tm J (tui) 在 t=1 处 取 到 最 
大 值 , 所 以 


JA(t(vo)uo) < liminf (tvo)ui) < lim (ui) = inf .OO) 


1— OO 1— OO UES— 


这 是 一 个 矛盾 . 因而 在 HG(8) 中 wi 一 > wo 
容易 推出 


/ (|Yuol’ 一 Aau? ) 一 / bluol? Ti dz, 

12 (2 

由 此 知 ww ce 9S. 又 因为 / bluolptldz > 0, 所 以 uoe S-. 此 外 还 有 
12 


J\(vo) = lim (Wi) = inf .AU 


于 5S+ 关 @, 攻 bo <0. 又 因为 9+ 有 界 ， 故 存在 正常 数 NM 使 得 lul < M 对 所 有 
we S+ 成 立 . 根据 Sobolev 不 等 式 , 对 于 任 给 的 ve S+, 有 


2D4 . 


因为 S+ 有 界 , 不 妨 认为 在 Hi(n) 中 w 一 = wo, 在 (8) 和 ZL2t(O0) 中 wi 一 > wo. 
于 是 


| blwuol? tidz= lim | ui dz < 0, 
0 


(ee 人 


再 证 明 在 有 (人) 中 二 wm， 如 车 不 然 , 则 有 


/ (|Vuol? ~ Maud)dz < lim | (Vuil’ — Maus)dz 
0 


(ee 人 


2 一 人 (二 ) 人 
=/ bluol? tT dz， 
02 
对 此 
1/(p—1) 
/ (|Vuol’ — Maud )dz 
t(wo) = 上 > | 
| bluol? TT dz 
12 
从 而 


J (t(wo)uo) < J\ (wo) < lim J A(ui) — inf J (vu), 


1 一 OO UEST 
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这 是 一 个 矛盾 . 故 在 HE(f) 中 wi 一 > wo, 进而 推出 
| (|Vuol’ 一 Mauo ) dz 一 | bluol? dz <0. 
(2 g 
这 说 明 UO EE ST 并 且 


J\(u0) = lim J(Wi) = inf .AU 


1 一 OO ES 十 


所 以 wo 是 Ju) 在 S+ 上 的 一 个 极 小 后. 证 毕 . 


+ 上 有 极 小 点 . 再 根据 定理 8.2.4, S- 和 g+ 是 分 离 的 并 且 9S0 = {0}. 因此 这 些 
极 小 点 至 少 有 两 个 , 它们 都 是 人 (w 在 93 上 的 局 部 极 小 点 并 且 不 属于 3S0. 利用 定 
理 8.1.3, 这 些 极 小 点 都 是 问题 (8.2.1) 的 非 平 凡 解 . 所 以 问题 (8.2.1) 至 少 有 两 个 正 


Nil 


(1) 因为 u; € St+ 是 .,(u) 的 临界 点 , 所 以 
| (|Vui|’ — Mau; )dz = | bluil? tidz < 0. 
1 72 


又 因为 St 有 界 , 故 {ui}._， 有 界 . 不 妨 认 为 在 而 (82) 中 ww 一 wo, 在 到 (2) 和 
L?+1(1) 中 也 一 wo. 再 证 明 在 到 (1) 中 wi 一 > uo. 如 铬 不 然 , 则 有 


| (|Vuol’ 一 Al (a)aub)dz < lim nf [ (|Yuil’ 一 Naus ) dz < 0， 
1 72 


2 一 OO 


此 与 不 等 式 (8.2.15) 矛盾 . 因此 在 Hi(f) 中 wi 一 > vo, 进而 有 
/ (|Vuol’ ~ Ai(a)aud)dz = / bluol?t dz < 0. 
12 


02 


再 利用 不 等 式 (8.2.15) 得 


/ (|Vuo|’ ~ Xi(a)auojdz = 0 
12 
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从 而 存在 妆 数 k, 使 得 wo = kp1. 由 | ra <0 推 知 k = 0. 故 在 Hi(f) 中 


(2) 今 UV; 一 一 不 态 假 设 在 万 (人 2) 中 vi 一 LU0 ， 在 也 (人 2) 和 7P (人 2) 中 


wall 


我 们 将 在 适当 的 条 件 下 , 探讨 Nehari 流 形 的 进一步 性 质 和 问题 (8.2.1) 只 有 和 雪 
解 的 原因 . 
首先 假设 / b(z)g?t1dz > 0. 则 当 和 适当 地 比 和 (a) 大 时 , 和 ie L- B+. 与 
12 


引 理 8.2.1 的 证 明 类 似 , 存在 6 > 0, 当 和 (a) < 入 < 和 A 和 (a)+6 时 , L- Cc B+. 相应 地 
L- 路 B- 和 5S+ 都 是 空 集 . 另 一 方面 , 集合 S- 非 空 . 然而 从 下 面 的 定理 和 推论 可 
以 看 出 , 在 S- 中 问题 (8.2.1) 没有 非 平 凡 解 . 

定理 8.2.8 假设 L-NnBt 关 @, 则 inf .Au) = 0. 


UES— 


证 明 ”假设 we L-n B+. 可 选择 合适 的 he Hi(), 它 的 最 大 模范 数 足 够 小 ， 
在 Hi(f) 中 的 范 数 足 够 大 , 使 得 


(1) / ([(VY(u+h)|* — Mlu+hl’)drz > 0， 
0 


1 
(2) | blu + ehl?tidz > ; | blul?tidz, VO<egl1. 
9 


0 2 
对 于 0<egx1, 令 
vt+eh 


”lw 二 ep 
则 wo EL-, ui Ee L+. 由 连续 性 知 , 存在 0 < so < 1 使 得 we Z0. 进一步 , 存在 序 
列 {ui CLNBT (其 中 Ui = Wei )， 使 得 


Ue 
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故 当 入 > 和 (a) 时 , $1 E L-, 从 而 $1 Ee L- Nn B+. 直接 由 定理 8.2.8 可 得 结论 . 证 
毕 . 
推论 8.2.3 ”假设 存在 uE Hi( 人 2), 满足 


/ au“dz > 0, / blul?tidz > 0. 
人 12 


证 了 明 取 uEL- NB'. 对 于 给 定 的 适当 小 的 e>0, 存在 v € HL(0), 使 得 
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vl = 1, 一 由 <Es， 一 <E< | blvl?t dz < 0, 
7 


| (vv 一 和 au ) dz < ; | (Yu 一 Mau’ )dz < 0U. 
12 2 jp 


事实 上 , 只 要 在 集合 {ze 1 : b(z) < 0} 上 取 wv = w, 在 集合 {ze2 : b(z) > 0} 上 
取 w 比 wv 适当 小 即 可 . 故 存在 5 > 0 和 序列 {vi}”, C L- BB-, 使 得 


/ jluilptldz < 0, lim | blvilrtidz =0, / (|[vVoil? — Xav2)dz < -6. (8.2.19) 
12 


2 一 OO 12 


于 是 t(vi)vi; € St+, 并 且 


= 00. (8.2.20) 


因而 .Alu) .在 S+ 上 无 寞 . 证 毕 . 

Nehari 流 形 方法 也 可 用 于 研究 方程 组 的 边 值 问题 , 有 兴趣 的 读者 请 参看 文献 
[34]. 

Nehari 流 形 方 法 源 于 纤维 方法 . 前 苏联 的 S. I. Pohozaev 于 1990 年 首次 建 
立 了 纤维 方法 485. 限于 篇 幅 , 这 里 不 再 介绍 纤维 方法 , 有 兴趣 的 读者 可 参看 文献 
[35~37|. 


习 题 8 


8.1 给 出 定理 8.2.1 的 严格 证 明 . 
8.2 ”证 明 B?° Cc 9B+, Bc 09B-. 
8.3 ” 补 证 定理 8.2.5 (2) 的 证 明 过 程 中 的 断言 一 < LN B'. 


第 9 和 草 DpD-Laplace 方程 


因为 当 Vu = 0 时 . Dp-Laplace 方程 是 一 个 退化 的 (P > 2) 或 者 具有 奇 性 的 

(p < 2) 拟 线性 方程 , 所 以 它 的 性 质 与 半 线 性 方程 有 重要 差别 . 半 线性 方程 的 许多 

重要 性 质 对 于 p-Laplace 方程 而 言 不 一 定 成 并 . 本 章 讨 论 p-Laplace 方程 的 边 值 问 
是 

-Au 二 az)luv2 wu= f(x,u), rEnN, (9.1) 


4 一 0， XE€o0fN, 


其 中 8 是 R" 中 的 一 个 有 界 光 滑 区 域 , p > 1, a(z) e L%(1). 
按 如 下 方式 定义 算 子 一 Ay: 


(—Apu, 9) = / Vul? “Vu + VOd7, uu E€ Wi?(1), 0 GE Wi?(1), 


(9.2) 


若 对 于 所 有 的 非 负 检验 函数 $e Wi'?( 人 2), 上 式 中 的 等 号 都 成 为 不 等 号 > (<), 则 
称 4 为 弱 上 解 ( 弦 下 解 ). 

下 面 我 们 只 考虑 f e L%(n) 的 情形 . 称 算 子 纪 满足 最 大 值 原理 ， 如果 当 
f 0 时 , 问题 


(9.3) 


的 每 一 个 弱 解 都 满足 u > 0. 称 算 子 .2, 满足 强 最 大 值 原理 , 如 果 当 f > 0, 寺 0 时 ， 
问题 (9.3) 的 每 一 个 弱 解 都 满足 wjo > 0, 并 且 边 界 点 引 理 (Hopf 引 理 ) 成 立 . 称 算 
子 儿 满 正弦 比较 原理 , 如 果 对 于 任何 wua E WY™?(8), 由 各 ul < 和 uz (ze 人)， 
ul < U2 (7 € 00) 可 以 推出 wi < wz (x € 1). 
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最 大 值 原理 与 比较 原理 成 立 与 否 , 取决 于 算 子 .各 带 有 齐 次 Dirichlet 边界 条 
件 的 主 特征 值 和 jy(a) 的 符号 , 其 中 和 1p(a) 可 以 按照 如 下 方式 确定 : 


Alp(a) = inf {/ ||Vul? +a(z)lul?ldz: ve Wi)?(1), 人 lul?dz = | . (9.4) 


当 a = 0 时, 通常 简 记 和 1p(0) = 入 1p. 


9.1 解 的 正则 性 、 强 最 大 值 原理 与 Harnack 不 等 式 
本 节 不 加 证 明 地 给 出 三 个 结果 , 一 个 是 解 的 正则 性 , 另 一 个 是 强 最 大 值 原理 , 再 


一 个 是 Harnack 不 等 式 . 
命题 9.1.1 ( 解 的 正则 性 B8) 假设 a,f EL”(n),u €E Wi 了 (1) 是 边 值 问题 


如 果 久 在 人 2 内 不 恒 为 零 , 则 在 内 是 恒 正 的 .此 外 ,如果 存在 To €E 081, 使 得 


vu €E CRU {x70}), wzo) = 0, 则 ~ <0. 


Trudinger 在 文献 [40] 中 讨论 了 一 般 形式 的 拟 线性 椭圆 型 方程 的 非 负 解 的 Har- 
nack 不 等 式 . 考虑 艇 度 型 拟 线 性 方程 


divA(z,u, Vu) + B(x,u, Vu) = 0. (9.1.2) 


假设 A 和 B 满足 下 面 的 结构 性 条 件 : 
对 于 任 给 的 正常 数 M, 总 存在 仅 依赖 于 M 的 常数 p> 1 和 4o, Bo > 0， 
使 得 对 于 所 有 的 (zx,w,n) ex(-MiM) x R", 下面 的 不 等 式 成 立 : 


[A(z,u,n)| < Ao(Inl? + lvl? + 1), 
n: A(z, vu,n)|n| — Ao (lul? 十 1), 
B(x,u, nN| < Bo(Inl? + lu + 1). 
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Wio?(f) 称 为 方程 (9.1.2) 的 弱 解 ( 弱 上 解 , 弱 下 解 ), 如 果 对 于 任意 具 
有 紧 文 集 的 $e W™?(f), $9 > 0, 都 有 


/ [v9 “A(T, u, Vu) — $B(z,u, Vu)|dz = 0 (> 0, < 0). 
0 z 


对 于 常数 RR > 0 和 ze R", 用 Kj(R) 表示 以 z 为 中 心 、 边 长 为 R 并 且 边 平 
行 于 坐标 轴 的 立方 体 , 通常 略 去 下 标 z 而 简 记 为 K(R). 

命题 9.1.3 (Harnack 不 等 式 0) 假设 K(3R) C 人 2, 是 方程 (9.1.2) 的 非 负 
弱 解 , 并 且 以 < M 在 KK(3R) 内 成 立 . 则 存在 仅 依赖 于 p, ho, Bo,n,M 和 民 的 正常 
数 C, 使 得 


命题 9.1.4 (Harnack 不 等 式 !40) 假设 K(3R) C 1 凡是 方程 (9.1.2) 的 非 负 
弱 上 解 , 并 且 以 二 MM 在 K(3R) 内 成 立 . 则 存在 仅 依 赖 于 p, Ao, Bo,n,M 和民 的 正 
常数 C, 使 得 


R-"/qllvllre < C inf w, 
lully, (K (2R)) K(R) 


这 里 当 p<n 时 ,gq <n(p 一 1)/(n 一 Dp), 而 当 pn 时 , gq < 00. 

命题 9.1.5 (Harnack 不 等 式 Lo) 假设 KK(3R) C 人 2, wu 是 方程 (9.1.2) 的 非 负 
弱 下 解 ,并且 以 < M 在 KK(3R) 内 成 立 . 则 存在 仅 依赖 于 p, 4o, Bo,n,M 和 民 的 正 
常数 C, 使 得 


sup u < CR-"™/a|ul|LakeR), Vaq>p—1. 
K(R) 


容易 看 出 , 方程 (9.1) 是 方程 (9.1.2) 的 一 个 特殊 情况 . 对 函数 f(x,w) 附加 适 
当 的 条 件 , Harnack 不 等 式 对 于 方程 (9.1) 也 成 立 . 


9.2 ”特征 值 问题 


先 证 明 几 个 后 面 多 次 锌 用 到 的 引 理 . 
5| 理 9.2.1 对 于 定义 在 集合 


9(7) = (un < WH?(0): u,v 20,u/v,v/u Ee L*(0)1 
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在 证 明 引 理 9.2.1 之 前 , 我 们 先 证 明 一 个 初等 不 等 式 . 
引 理 9.2.2 设 p>1, 并 记 (2 一 p)+ = max{2 一 p,0}, 


3p(p 一 1)|/16， 当 1<p<2 时 
1/(2?-1 一 1)， 当 p>2 时 . 
则 对 于 任意 向 量 V1, vo € RR™., 成 立 


c(p) = 


v2 一 WP 本 
(lvi| +lozD)2 
证 明 ”首先 讨论 p > 2 的 情况 . 由 于 wv 一» |v|? 是 一 个 严格 号 函数 , 所 以 


v2|? 之 【1 + plvil? “vi . (v2 一 v1). 


用 (wi 十 v2)/2 代 苦 上 式 中 的 v 得 
> |vil? + plvil? wv - 


vol? — |vil? > plvil? ?v1 (va — v1) + c(p) 


V1 十 V2 
2 


叉 p > 2, 利用 Clarkson 不 等 式 (见习 题 9.1)， 我 们 有 


UV2 — Ul 
5 . 


vU1 十 Vz| v1 一 V2 | 
lvil? 十 Iv2l? 之 2 -1 2 十 2 -1 2 
2 2 
pb 
V1 一 
> 2|vi|? + plvil? “vi (v2 — v1) 十 2 - 5 - 
由 此 推出 
v2l? 2 |vil? + plvil? “wi: (v2 — v1) + 2 ?v2 — vil?. (9.2.1) 
用 (wi 十 v2)/2 代替 式 (9.2.1) 中 的 v 又 得 
v1 十 v2 | _ U] 十 7 v1 十 v2 
| > lo 十 po 0 (+2? OO 
2 2 2 
= |vil? + plvil? 2v1 . 2 21-2plol 一 val?. 
再 次 利用 Clarkson 不 等 式 , 有 
|p 
vil? + val? >2 了 9D| 了 二 -2 
U1 一 5 


之 2|v1|? + plvil?™ ?wi . (v2 一 v1 ) 十 4 -Pui 一 v2|? 十 2 


化 简 上 式 得 


lv2l? > |vil? + plvil? “vi “(v2 一 v1) 十 (2 一 2 十 4 一?)|va 一 v1|?. 
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重复 以 上 步骤 便 可 推出 
va)? > oil? + pv wi: (v2 — v1) + 2? + A417? + 8 P+. )|v — vl?. 


| 1— 一 一 1 
2 了 D D ,.。。 


即 得 所 证 结论 . 
下 面 讨论 1 < p < 2 的 情况 . 给 定 vvz E 及 ", 定义 


f(t)=|vi+t+t(v -vi)l?, Og<t<l1. 


若 对 于 任意 的 0<t<1, 都 有 wi 十 t(v2 一 v1) 关 0, 那么 f(t) 在 [0,1] 上 有 定义 , 并 


4 

3 va 一 v1|< 
-一 pp 一 1 

16?(? 一 Vl Fl) 
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看 存在 0 冬 加 乞 1 使 得 w+t(va 一 v1) =0, 可 直接 验证 络 论 成 立 , 留 作 习题 . 
证 毕 . 
引 理 9.2.1 的 证 明 ”直接 计算 知 


I(wu,v) = 人 [vu _ (=) Vol 十 pz =) vv? —p (2) Volz-2Vw vv 


+|Vv|? — (>) Vul?+p (>) Vul?f —p (2) Vul? Vu. Vvl dz. 


记 


= Vu, V1 三 一 VV，2zo 一 VU，2 三 一 ML 


U2 
并 利用 引 理 9.2.2, 我 们 有 


(21 一 《| \f2)U (Oa N f22), (2» 一 (2 \ QU(A N f22), 


并 且 |f\ f2| = |f22\ | = 0, 因此 | 由 | = |f2|. 叉 因 为 在 2 人 \f2 上 w=0, 在 
0\f 上 w=0, 所 以 w= cu 几乎 处 处 成 立 : 证 毕 . 
引 理 9.2.3 ”在 函数 集 


= {u,v EeE W*?(1): u,v 20,ulen = vlan, u/v,v/u E L™ (0)} 
中 研究 上 面 的 泛 函 I(u,v). 那么 引 理 9.2.1 的 结论 仍然 成 立 . 


(9.2.3) 


照 式 (9.4) 的 方式 确定 ， 同时 Ai,p(a) 还 是 简单 和 孤立 的 , 正 特 征 函 数 pE CT (OO)， 
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0 < 9<1 并 且 满足 c2| <0. 同 于 第 1 章 , 我 们 称 具有 这 种 性 质 的 特征 值 为 主 


特征 值 或 第 一 特征 值 . 
证 明 “者 取 一 个 适当 大 的 正常 数 M, 用 a(z) + M 代替 a(z), 那么 不 妨 认 为 
az) > 0. 多 证 泛 于 


J(u) = | (|Vul? + a(zx)|ul?)dz 
在 Wo”(n) 上 是 弱 下 半 连 续 的 , 在 

Y= {ve Wo”™(n): llvllp = 1} 
上 是 强制 的 . 根据 推论 1.2.1 知 , 存在 $1 e Y 使 得 


记 刀 (w) = J(w) 一 入 ,pla)ulls, 上 式 说 明 


利用 定理 1.2.1 得 1 
(J1(91),9) =0, vo Ee Wo” (1). 


这 说 明 gp1 € WY 是 方程 2v = 和 op(a)|ul?-2w 的 解 . 显然 Ais(a) > 0. 
利用 命题 9.1.1 知 , $1 € C1+85 (0)， 中 0<68<1. 因为 0= 了 (91) = (91|), 
同上 可 证 么 |91| = 和 1p(a)|91|? i. 


—Apl91|+ lla(z)llolpil? >0, ren. 
根据 命题 9.1.2, 在 ,0 内 |61| > 0, 在 6908 上 A < 0. 又 因为 $1 连续 , 所 以 在 0 
内 6， > 0, 或 者 $< 0. 不 妨 认 为 在 内 ,0 从 而 在 92 上 52 < 0 


现在 证 明 Al (ao) 是 单 重 的 . 如 果 向 , 82 都 是 对 应 于 和 1,p(a) 
面 的 证 明知 , 在 Q 内 91(x), ya(z) > 0. 直接 计算 得 I (81,92) = 0. 由 引 理 9.2. 1 知 ， 
存在 正常 数 c, 使 得 $1 = cp2. 这 说 明 Xi (ao) 是 主 特征 值 . 

再 证 明 主 特征 值 的 唯一 性 , 亦 即 与 其 他 特征 值 对 应 的 特征 函数 一 定 改变 从 号 . 
假设 入 是 另 一 个 特征 值 (一 定 有 入 > 和 wp(a)), 是 对 应 的 特征 函数 , 并 且 儿 在 
内 不 变 号 . 不 妨 认 为 几 > 0. 因为 少 云 0, 所 以 


Zpy = A >0, 云 0,，ZXT € 4 


从 而 
-App 二 lla(zlwlyP-2p >0,#¥0, zen 


由 命题 9.1.2 知 , 在 1 内 水 >0. 把 $1 和 ww 单位 化 : bl = lls = 1. 直接 计算 
得 
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T(91,%) = (Np(0) — AN) (N91ll? — wlls) = 0 
因为 由 ,ze 2(7T), 并 且 jpillp = lwllp, 由 引 理 9.2.1 又 知 少 = 91. 所 以 


MP? = Ly = Lp = Na = Mp (oa)? . 


这 与 入 关 A1p(a) 的 事实 相 了 矛盾 . 
Aip(a) 的 孤立 性 的 证 明 比 较 复 洒 , 这 里 略 去 . 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 文献 [38]. 
推论 9.2.1 利用 式 (9.4) 和 Sobolev 不 等 式 知 : 当 a(7) = 二 0 时 , Alp(0) > 0. 
下 面 讨论 主 特征 值 和 1,p(a) 关于 函数 a(z) 和 区 域 2 的 单调 性 . 我 们 把 和 i,p(a) 


(2) 入 po_(a) 关于 4 是 连续 和 单 增 的 
(3) 对 任意 的 常数 M. 成 立 和 1 (a+ M)= A? (a) + Mi; 
(4) 对 任意 的 上 1E(0,1) 和 ai, a2> E LY(07), 有 


该 定理 的 结论 (4) 的 证 明 可 以 直接 利用 公式 (9.4), 其 他 结论 的 证 明 同 于 第 2 
章 . 

以 后 , 如 果 所 讨论 的 问题 中 的 区 域 固定 , 就 把 特征 值 问 题 (9.2.3) 的 主 特征 值 记 
为 和 is(a). 如 果 所 讨论 的 问题 中 的 区 域 变化 , 就 把 特征 值 问 题 (9.2.3) 的 第 一 特征 
值 记 为 (ao)， 

下 面 , 我 们 讨论 男 一 类 特征 值 问题 


(9.2.4) 


定义 


9.2 ”特征 值 问 题 . 267 . 


定理 9.2.3 特征 值 问 题 (9.2.4) 有 正 的 主 特征 值 ( 它 对 应 的 特征 函数 是 实 函 
数 并 且 在 1 内 无 零点 ), 记 为 Al 并且 和 1 是 问题 (9.2.4) 的 非 负 特 征 值 中 的 最 小 者 . 
同时 Al 还 可 由 下 面 的 方式 确定 : 


— =sup{R(u)E Bu)/Au): ve Wl}. (9.2.5) 


C % 使 得 用 (ui) 一 Ro. 不 妨 认为 R(ui) > Ro/2 对 所 和 的 


i 都 成 立 , 即 | 
02 0 J/ 
定义 
2 Ws b 1 Pd ， 
m= ( /san 


故 {vi}~, C %% 且 有 界 . 不 妨 假设 存在 vo e Wo?(O)， 
在 L?(f) 中 vi 一 V9， 显然 有 


/ bz)loolPdz = 1. 
为 R(wui;) 一 * Ro, 所 以 对 充分 小 的 es > 0, 当 i 适当 大 时 有 R(wi) > Ro 一 e, 即 


即 R(v0) > Ro. 又 因为 vo e %, Ro 是 R(w) 在 上 的 最 大 值 , 所 以 R(vo) < Ro. 
故 R(vo) = Ro. 这 说 明 1/ 和 1 = Ro 是 可 达 的 , 并 且 0 < Ai < oo. 
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第 二 步 ” 证 明 上 面 确定 的 vo 是 和 = 入 时间 题 (9.2.4) 的 正解 或 者 负 解 . 


1/Al = R(vo) = max B(u)/A(u): VE %}, 
所 以 We 为 是 图 (一 4- ABC 在 天 中 的 最 小 什 点 ,并 且 有 (oo) =0. 又 


| bp(Z)lvo 十 好 dz > 0, 

0 

即 vo 二 地 .所 以 j( 和 ) := (vo + 地 ) 在 t=0 处 取 到 最 小 值 , 故 77(0) = 0, 妈 
/ |Vvol? Vvo: VG + alvol? 一 vogjldz = 和 / blvol? -2voGdzx, Vp Ee Wi?(n). 


这 说 明 vo 是 入 = Xi 时 间 题 (9.2.4) 的 非 平凡 解 . 注意 到 .,(w) = (ul),， 故 有 
(lvo|) = 0, 即 voj EE%% 是 轧 ,(v) = A(w) 一 和 Bw) 在 中 的 最 小 值 扣 . 同上 可 
得 |vo| 是 入 = 和 Xi 时 问题 (9.2.4) 的 非 平凡 非 负 解 . 依次 利用 命题 9.1.1 和 命题 9.1.2 


wv ) A=0 时 结论 显然 成 立 . 假 没 0<A< A u 是 问题 9 2.4) 的 一 个 非 平凡 
解 , 用 乘 以 问题 (9.2.4) 的 方程 并 在 f 上 积分 得 


入 Pu) = A(u) > 0. 


这 说 明 ve Wh%, 并 且 R(w) = B(w)/A(w) = 1/ 和 > 1/ 和 1. 此 与 和 1 的 定义 相 矛 盾 . 
第 四 步 ” 证明 和 是 简单 的 . 假设 wv 都 是 入 = Ai 时 问题 (9.2.4) 的 非 平 凡 解 . 
由 第 二 步 的 证 明知 , w 和 w 都 是 保 号 的 . 不 妨 认 为 u,v > 0. 再 由 第 二 步 的 证 明 , 在 


Ov 


0 上 <0 5 < 0: 根据 引 理 2.2.1, wu,v € 9(1). 直接 计算 得 I(w,v) = 0. 利 


用 引 理 9.2.1 知 ， 存在 沿 数 c 使 得 vw = ev. 

第 五 步 证 明 当 入 > Xi 时 , 问题 (9.2.4) 没有 正解 (当然 也 没有 负 解 ). 

用 反 证 法 . 假设 入 > 和 1, 函数 v 是 问题 (9.2.4) 的 正解 . 记 久 是 和 = 入 时 问题 
(9.2.4) 的 正解 . 那么 


AN b(T)ur? dz = | |vul? 十 a(z)u] dz > 0, 
0 0 


并 且 对 于 任意 的 常数 > 0, 函数 kw 也 是 问题 (9.2.4) 的 正解 . 依次 利用 命题 9.1.1 


和 命题 9.1.2 可 以 推 得 , 在 80 上 WW) 0% 
直接 计算 得 
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IT(ku,v) = (Al 一 入 ) (人 bzZ)i2dr -| p(w)vrde . 


12 
因为 b(z)uzdz > 0, 所 以 当 适当 大 时 , I(kwu,v) < 0. 此 与 引 理 9.2.1 矛盾 . 定 
与 2.6 节 相 同 , 当 b(z) 变 号 时 特征 值 问题 (9.2.4) 也 有 负 的 主 特征 值 . 所 以 当 
bz) 变 号 时 , 问题 (9.2.4) 的 主 特征 值 也 不 唯一 . 


9.3 ” 主 特 征 值 与 最 大 值 原理 之 间 的 关系 


本 节 讨 论 算 子 2 := -Ar 十 a(z)ps 的 最 大 值 原理 , 其 中 pr(uw) = |ul?-2v. 
定理 9.3.1 设 aE L%(1). 那么 下 面 的 五 个 结论 等 价 : 

(1) 算 子 和 满足 最 大 值 原 理 ; 

(2) 算 子 号 满足 强 最 大 值 原 理 ; 

(3) Mp(a) > 0; 

(4) 存在 正 的 严格 上 解 WE Wo”?(1), 使 得 9$ e Tc) 即 用 = fe 


—Amut+alul? “v=f>0,A0 ren, 


根据 命题 9.1.2, u > 0 在 内 成 立 。 此 外 , 者 存 在 zo e 90 使 得 u(xo) 二 0, 那么 
Ou4| < 0( 只 要 这 个 外 法 向 导数 存在 )， 


Ov |zo 
(2 —>(3). 假设 和 lp(a) < 0, 01 € CI+A(I) 是 对 应 于 和 lp(a ) 的 正 特 征 函 数 ， 
那么 ww = 一 91 满足 


( 

(4) 二 (3)， 假 设 $1 € Cl+a(P) 是 对 应 于 和 (a) 的 正 特 征 函数 ,||gill。= 1. 
因为 是 正 的 严格 上 解 ,所 以 (81,9) e 9( 门 . 特别 地 , 8/91 Ee L%(). 取 定 正常 数 
cz 8/ 页 |w 并 令 加 = cg, 那么 $2 也 是 对 应 于 和 1 p(Q) 的 正 特征 函数 . 


cbO1 = 7Y9. 此 又 多 
-Ap 和 i +alpil? ?G1 = (7/cjp-1j rE nN. 


因为 f > 0, 关 0, 所 以 和 1,p(a) = J(91) > 0. 得 到 一 个 矛盾 . 
， 假 设 fe W-1? (0), 使 得 (f, 4) > 0 对 所 有 非 负 函数 %< Wo”(? 12) 


的 解 . 因为 u- = min{fw 0} e WD2(D), 在 (9.2) 式 中 取 = 得 
ve ra Eas = (pu) <0 


注意 到 A,(a) > 0, 由 上 式 知 wu- 二 0. 故 义 >0. 

(5) 二 >(4).， 给 定 一 个 不 恒 为 零 的 非 负 函数 f € LX(f)， 由 结论 (5) 知 方程 
wu = 有 唯一 非 负 弱 解 ve Wo'?(0). 当然 业 满 足 -Au 二 lalwlwvl2-2 > 0, 冯 0. 
由 命题 9.1.2 又 知 , 在 8 内 w > 0. 这 说 明 v 是 一 个 正 的 严格 上 解 . 

(3) 一 (5)， 由 于 绪论 (3) 成 立 , 故 强 最 大 值 原理 (2) 成 立 . 因为 Ap(a) > 0, 帮 
对 每 个 Fe W-1? (02), 泛 函 


Jj(u) = | (IVul? + alul? — pfu)dz 


在 Wj)?(0) 上 是 强制 的 . 因而 对 每 个 fe Zee(P), 问题 (9.1.1) 存在 弱 解 . 再 利用 
结论 (1) 知 , 当 f > 0 时 这 个 解 还 是 非 负 的 . 此 外 , 如 果 f = 0, 由 强 最 大 值 原理 得 
4 三 0. 如 果 f >0, 关 0, wu,vE€ Wo “(12) 都 是 (9.1.1) 的 非 负 解 ， 根据 强 最 大 值 原理 ， 
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于 是 I(w,v) = 0, 并 且 存 在 正常 数 c 使 得 v = cu. 因而 f = cr-1f. 由 于 f 关 0, 有 所 
以 c = 1. 唯一 性 成 立 . 证 毕 . 

利用 定理 9.3.1 可 以 推出 下 面 的 比较 原理 . 

定理 9.3.2 ”假设 a EL”%(n), 和 wp(a) >0, wiE WH?(0)NnL%(n) 满足 


Lpui EL™ (1), uilen E C+o(0n), 1 一 1,2, ullen < U2lan, 


同时 在 弱 的 意义 下 满足 
-ZpVU1 < -Xp1U2， T E (2 


又 设 .Za > U2lan > 那么 在 人 内 2 < Uo. 
I 因为 和 ip(a) > 0, 所 以 最 大 值 原理 和 强 最 大 值 原 理 都 成 立 . 由 最 大 值 原 


Zpu1l < 0, TEN: v0, TEON. 


| Vuzl? “Vu “ V Oo dX 十 / Q(Z )u? bodz 一 f 0zdzr. 


(2 02 


下 面 用 反 证 法 证 明 我 们 的 结论 . 如果 wi (xz) < uz(z) 不 成 立 , 由 于 在 02 上 wi < 


注意 到 在 60 上 wi < wz, 所 以 8(e) cc 8, vi € Wo 了?(Q(e)), 并 且 在 2(e) 的 外 部 
v 三 0. 因此 可 以 用 vw; 代替 (9.3.1) 中 的 8;. 再 注意 到 Vwui = Vwi 并 且 在 f(e) 内 
ul > 0, 利用 式 (9.3.1) 便 可 推 得 
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Pp _ ,Pp1+ DP __ ,Pp] 十 
十 | a(z)u? 一 i -| dz < fF -| dz， (9.3.2) 
‘2(€) WI1 12(e) wi 
p _ ,PP] 十 
| Vw2|? “Vw vo 2 dz 
Pp __ 7pPl+ DP _ ,Pp] 十 
+|/ a(z)u? wn -| dz = | 7 和 -2 dz (9.3.3) 
42(E) Lo (2 (e) WD 
由 此 推出 
p _ ,Pp]+ Pp _ 7 Pp1 二 + 
/ Vwil? “Yowi J -| [Vw2l? “Vw J -| dz 
02(€) wi 化 2 
Pp _ ,Pp]+ DP _ ,,,P1 十 
十 人 (7) Cs 和 加 ud 全 ) dz 
6 1 2 
l l 
< jl 下 + | 5 一 一 | dz. (9.3.4) 
02(e) wi 化 2 


记 上 式 中 的 三 项 分 别 为 卫 , I 和 Is3. 由 于 在 f(e) 上 wi > wa f > 0, 所 以 I3 < 0. 
同 于 引 理 9.2.1 的 证 明 可 推 知 I > 0. 从 而 


Pp _ anP]l+ DP _ ，2P1 十 
/ Vuil? “Yui vu | — |Vu2|? “Vu2 vu 2 dz 
P(0) ue U9 
一 D __ pI+ l I d 9.3.5 
全 f lui 12 | D—1 | D—1 4. ( "~ ) 
2(0) Ul U2 


同 于 引 理 9.2.1 的 证 明 , 上 式 左 端 非 负 . 又 因为 在 0(0) 上 wi > wo, f > 0, 所 以 式 
(9.3.5) 右 端 非 正 . 于 是 在 9(0) 上 f = 0 


同 于 引 理 9.2.1 的 证 明 , 存在 正常 数 c, 使 得 在 V(0) 上 wi = cuz. 因为 zo € 82(0)， 
ui(Zo) > u(x0), 所 以 c>1. 

如 果 (0) 关 8, 则 存在 Ee 898(0)n 8, 从 而 wi1(%) = wz(2), 故 c= 1. 该 在 眉 
说 明 8(0) = 12, 即 在 9 上 wi = cu c > 1. 又 因为 在 902(0) 上 wi = wo, 所 以 在 
0f(0) = 0 上 wi = wus = 0. 直接 计算 知 
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JU1l =cz .ua 一 cz "f=0. 


根据 解 的 唯一 性 ( 见 定理 9.3.1 的 结论 (5)), 在 9 上 wi = ws = 0. 这 是 一 个 矛盾 . 
证 毕 . 

定理 9.3.3 ”假设 g: fx 民 一 > 民 是 一 个 Carathéodory 函数 (对 几乎 所 有 的 
ZX € [2, g(7,*) 连续 , 对 所 有 的 wu € 民 , g(,w) 可 测 ), 并 且 对 几乎 所 有 的 Ze 2, g(x,) 
关于 wu € 民 单调 不 减 . 如 果 U,V E Wi:?(1) 满足 


则 < wv. 


证 明 ” 取 检 验 函 数 $= (uw 一 v)+ e Wo”?(0), 则 有 


U > | (|[Vul? “Vu—|Vvl? “Vv) VE 一 WU dz 
1 心 ,. |) 一 ,OU 《一 t 4 
+ | lg) -ge (uw)td 


-| (Yu 一 vv 一 Vol 一 Vi V(u —v)dz 
{u>v} 


十 | g(x,u) — g(x,v)| (wu — v)dz7. (9.3.6) 


由 于 
(|[Vul? “Vu— |Vv? 2Vv) :VvV(u— wv) 


=|Vul? ~ |Vvl? Vu: Vv —|Vul? “Vu: Vv+|Vvl? 
>|vVul? +|Vvl? — (|[Vul?™ + |vv|? *)|Vul: |Vv| 
=(|vul -|vol) (lVule! ~ |vole-!) 

>0， 


并 且 g(x,w) 关于 we R 单调 不 减 , 所 以 式 (9.3.6) 右 端 两 项 中 的 被 积 函数 都 是 非 负 
的 . 再 利用 边界 条 件 知 (w 一 v)+ = 0 几乎 处 处 成 立 , 即 uw < wv 在 8 内 成 立 . 定理 得 
证 . 

在 定理 9.3.3 中 , 如 果 不 假设 g(x,w) 关于 we R 是 单调 不 减 的 , 那么 结论 不 真 . 
文献 [38] 中 有 反例 . 

定理 9.3.4 ”假设 ae 7ece(1) ff: 1 x 了 一 及 + 是 一 个 Carathéodory 函数 . 
又 设 Wu EC (人 2) 是 非 负 函数 , 在 弱 的 意义 下 满足 


-Au 十 alz)uipz t+ f(z,u) 02—Apu+t+a(r)u? + f(r,u2), TEN, 
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同时 还 满足 
WP 2 J) > 0 
如 果 对 于 几乎 所 有 的 ec 0. 函数 了 
SP 一 1 


是 单调 不 减 的 , 那么 在 2 内 ul 之 uz. 
证 明 ”该 证 明 与 定理 9.3.2 类 似 , 这 
里 只 给 出 证 明 模 
用 定理 9.3.2 的 证 明 中 的 记号 . 对 应 的 不 等 式 (9.3.1) 次 成 en 


Ta 1?—2 [ua 一 2 下 
人 LU1 | VwiV wa 一 Vw2l? Vw | 加 | d 
1 wp ” 
+|/ a(z) Cs wl — wa] _ wp-1 wi — wa] 

02(€) wp “ wp dz 
< -| [ao _ 2] 一 f (7, ui1) | f(z, u2) 

2(e) Ww? wp 7 

2 


f(z,s) 
天 于 se (inf {v1, wu2}, sup{u1, wu2}) 是 单调 不 减 的 , 在 -f(e) 上 wi > 


SP 一 1 


由 于 消 数 
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其 余 的 证 明 完 全 同 于 定理 9.3.2. 证 毕 . 


9.4 一 个 边 值 问题 解 的 渐 近 性 质 


在 定理 1.3.1 中 , 我 们 已 经 证 明了 当 1 < g < p*, q 关 p 时 , 边 值 问题 
—Apu=|ul uu, rEN, 
| 4 = 0, TEON 
至 少 存在 一 个 非 平 凡 的 非 负 解 , 其 中 当 p<n 时 p*np/(n 一 p), 当 p>n 时 p* = o0. 
根据 注 1.3.1, 问题 (9.4.1) 的 非 平 凡 非 负 解 一 定 是 正解 . 再 根据 定理 9.3.4, 当 1 < 


gq 之 p 时 问题 (9.4.1) 的 正解 是 唯一 的 . 由 此 不 难 推 出 , 当 1 < gq <p 时 , 对 于 任 给 的 
入 > 0, 边 值 问 题 


(9.4.1) 


(9.4.2) 


有 唯一 正解 ， 记 为 UA,g: 
本 节 讨 论 当 4 一 p-” 时 间 题 (9.4.2) 的 唯一 正解 的 渐 近 性 质 , 其 内 容 参 考 了 文 
献 [41]. 
为 了 书写 简便 , 我 们 记 特征 值 问题 
—Apu = Mr !', rTEDN, 
4 = 0, TEON 


的 主 特征 值 Xi = Xp, 对 应 的 正 特征 函数 为 加 (z). 把 如 (z) 单位 化 V9pllp = 1 
则 有 


[AT (9.4.3) 
p 
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定理 9.4.1 映射 (和 ,gq) e (0,co) x [1,p) 一 > ug 在 To2(D2) 的 强 拓扑 意义 下 
是 连续 的 . 同时 , 存在 一 个 只 依赖 p,n 和 2 的 正常 数 


oe [lbple) ,Ial|, 


使 得 对 任何 入 > 0, 都 有 


/v7 
dim 的 | UAv(Z)dz = cp. 
证 明 ” 先 证 第 一 部 分 结论 . 设 入 > 0, ge [1,p), 定义 


1 入 
Wa,a(u) = sl Vulle 一 allulls 


因为 wx 是 问题 (9.4.2) 的 解 , 所 以 对 任意 的 ue Wi”(2), 有 


0 1 
特别 地 
|Vua,alls = A|ua,glle. (9.4.4) 
利用 Poincaré 不 等 式 知 , 存在 正常 数 K(p,g) 使 得 
[Yurallp < [DMK(,g] ® (9.4.5) 


记 {(A, gk)} > ，C (0, 00) x [Lp) 是 趋 于 (A,g) 的 一 个 序列 . 应 用 不 等 式 (9.4.5)， 


这 说 明 序 列 {wo }~, 在 Wi?(n) 中 有 界 . 通过 选取 子 列 , 存在 函数 ve WI?(0)， 
使 得 在 Wi)? (1) 中 WU 和 AR ak 一 全 也， 在 L?( 0) 中 WA OK 一 人 1 (推论 A.5.1). 根据 注 1.3.1 
还 可 以 看 出 , ||wuagl|oo 关于 大 有 界 , 进而 有 


lim (ue (7z) — ul (z) ) dz = 0. (9.4.6) 


利用 式 (9.4.6), 可 得 / 


lim | wx (rz)dz = | lv(z)ldz. (9.4.7) 


9.4 一 个 边 值 问题 解 的 渐 近 性 质 .277 : 


利用 范 数 的 弱 下 半 连 续 性 又 得 
Wa,a(v) < lim inf VA, ,qa. (UA qr ) < lim int VA, ,qr (UA,q) 
l p . Ak q 
= sl V usalle -im zl,alle = VA,g(UA,q): 


因为 ug 是 Za(v) 的 整体 极 小 点 , 所 以 v = UA,a: 对 每 一 个 u、, 。, 应 用 式 (9.4.4)， 
再 结合 式 (9.4.7) 容易 得 到 


lim |Vuar ,a yp 一 | Vua,qllp. 


kK— 00 


因为 空间 WI?(0) 是 自 反 的 , 并 且 wa o。 弱 收 敛 到 ww 所 以 在 Wi?(8) 中 wa a 
强 收敛 到 uw、,. 这 就 证 明了 映射 (和 ,gq) 一 > us 在 (0,o0) x [1,p) 上 是 连续 的 . 
再 证 明 第 二 部 分 结论 . 由 等 式 (9.4.4) 得 


1 ] 
Pu(uA = € _ ve ul (9.4.8) 
pb df 
我 们 断言 
lv sl = sup 1volp (9.4.9) 
UvEAM,a 


这 是 一 个 矛盾 . 所 以 等 式 (9.4.9) 成 立 . 
记 


Cp(9) 一 SUP lvlle 


wvEWO'P (0) 
|Yullp=1 


是 空间 Wi2?(2) 到 空间 Za(2) 的 最 佳 嵌入 常数 , 1 < g < p. 显然 当 ve A%a 时 
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-pa l+5-s — pa pa 
Vvllp=|Vvllp ? Vwvllyp = |Vvllp ” “Vwvllp 
dd 
1 |lvlle AP 一 + 
一 区 TY < AC4 (gq)| ， 


利用 等 式 (9.4.9), 进而 得 到 
[Vuralls < [MXCg(g] 交 5 (9.4.10) 


容易 看 出 , 对 于 任意 ve Wi?( 人 1), 有 


从 而 
vals > TS ve) 
进一步 又 得 到 al 本 
Valp ?> Ds, Gz A 人 
综合 式 (9.4.10) 和 式 (9.4.11) 推 知 
1vuxels = [MGS 9] 于 
再 由 等 式 (9.4.4)， 
lw ella = [AC?(q)] 75, (9.4.12) 
= [MpC?(9)] 7 
lim [XpC2(9)] 5 (9.4.13) 


9.5 上 下 解 方法 . 279 . 


因此 函数 g(g) 在 (1,p] 上 是 四 的 , 其 中 


4 p—gad 时 
g(gq) _ | (2) VDA, ,ql Xp gq)， 右 (df = (1, p), 
0, 行 d 一 必 
由 于 g(p) = 0, 结合 式 (9.4.4)， (9.4.8) 和 (9.4.12) 知 , 对 于 所 有 的 ge (1,p), 有 
pf 1525 1 p\7 pg _ pg pz g(q) — g(p) 
MpC5(q)|?™ = 六 (2) 7 p90) = NN (2) 7 (9.4.15) 


利用 函数 g(q) 的 四 性 可 以 推出 极限 (9.4.13) 存在 . 
根据 C0,(g) 的 定义 和 式 (9.4.3), 对 任意 的 ge (1,p), 有 


-OE ] oo 
A 
一 » (/ p(n)dr (如 | 
-Os)” (ool) -2 

1 
lo ~ 


— 4. 
p—d 


ApC2(9)] 7 < [MplOQP-#)OP(p)|™ “=|2| < oo 
所 以 极限 (9.4.13) 的 值 属于 区 间 Onzllezll<) | 证 毕 . 


9.5 上 下 解 方法 
本 节 以 及 9.6.1 节 和 9.7 节 的 内 容 参 考 了 文献 [42]. 
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在 介绍 上 下 解 方法 之 前 , 我 们 首先 利用 变 分 方法 , 研究 一 个 特殊 问题 


解 的 存在 性 , 其 中 fe W-1? (2). 定义 9 的 原 函 数 
G(7z,u) = 人 0(Z,5)ds5. 


(a) 函数 G: 8 x 民 一 > [0, 00) 关于 z 可 测 , 关于 ve Zz(O2) 下 半 连 续 , 并 且 存 
和 | gq > 0 和 C1 > 0, 使 得 G(z,w) > Clvlo+l 对 所 有 的 ve 了 下 和 几乎 所 有 的 ze8 


由 条 件 (a) 知 , J(u) 在 K 上 有 下 界 , 记 它 的 下 确 界 为 M. 假设 {ui}”， 是 一 个 极 
小 化 序列 . 由 于 C1 > 0, 利用 条 件 (a), Sobolev 不 等 式 以 及 


| fudz < fw_iw 0 lulls 
知 , 存在 与 i 无 关 的 正常 数 C, 使 得 


/ Vuilfdz < OC, ] G(T,ui(T))dr 和 CC, | lo dz < CO. 
12 


由 于 Wo”(f) 和 Ze+l(2) 都 是 自 反 空间 , 所 以 存在 {wi;}._， 的 子 列 仍 记 为 它 目 身 ， 
以 及 函数 we Wo2(2)nZe+l(D), 使 得 在 L?(8) 中 Vwi 一 Vu, wi 一 ,在 Lt+1(0) 


由 于 [ Glz wjdz < 0, 利用 G(z,wu) 关于 wv 的 下 半 连 续 性 以 及 Fatou 引 理 


| G(7x,u)dzr < lim nf / G(Z, ui)d7. 
0 1 


再 利用 沁 孙 
Tlul= / |Vul?dz 
62 
( 


的 弱 下 半 连 续 性 又 得 J(w) < M, 因而 J(w) = 


9.5 上 下 解 方法 . 281 . 


由 定理 1.2.1 知 , 对 任 给 的 $e Wo2(2), 有 
0= J (uo = / Vul? Vu. Vodz +| 
1 


£2 


g(z,u) bdr — 人 jbaz 


这 说 明 ve In 2z(2) 是 问题 (9.5.1) 的 解 (这 里 谈 到 的 解 都 是 弱 解 ). 

如 果 g(z,w) 关于 ve 了 单调 不 减 , 那么 由 定理 9.3.3 知 , 问题 (9.5.1) 最 多 有 一 
个 解 . 这 样 , 我 们 就 有 下 面 的 定理 

定理 9.5.1 在 上 面 的 条 件 之 下 , 问题 (9.5.1) 至 少 有 一 个 解 uE W217?(0). 如 
果 又 假设 g(7,u) 关于 wu €E 民 单调 不 减 , 那么 问题 (9.5.1) 有 唯一 解 . 

下 面 讨论 p-Laplace 方程 的 边 值 问题 


(9.5.3) 


假 俊 

(H1) h 是 Carathéodory 函数 , 并 且 当 ww 属于 有 界 集 时 , h(.,w) 有 界 ; 

(H2) 存在 连续 的 增 函 数 9 : 了 一 及, 满足 g(0) = 0, 对 几乎 所 有 的 ze 8， 
映射 一 g(w) 十 h(x,u) 是 单调 不 减 的 , 并 且 G(w) 满足 上 面 的 条 件 (b). 这 里 的 


定理 9.5.2 假设 条 件 (H1) 和 (H2) 成 立 , ,4 E 页 2 人 nmZ (CO) 分 别 是 问 
题 (9.5.3) 的 上 下 解 , 并 且 了 入 五 在 有 内 几乎 处 处 成 立 . 那么 问题 (9.5.3) 在 区 间 


(u, 2) := {uv E L™ (1): u(r) < u(7) < u(x) a.e. TE 1} 
站 存在 最 入 全 u* 和 最 小 解 ur， 即 问题 (9.5. 3) 的 每 一 个 属于 (u, i) 的 解 u 都 满 


Sv =h(,v()) + gv() EL™(1) oO LL? (1), Vv € (vu,d). 
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由 条 件 (H1) 和 (H2) 知 , 5 单调 不 减 且 有 界 . 此 外 , 对 于 wm,ue 他 可, 我 们 有 
Som — Sul = /lhles wm) + glom) 一 Ma 可 一 ga 


如 果 在 2 内 vm 一 *v 几乎 处 处 成 立 , 利用 控制 收敛 定理 得 Svm - Svll?, 一 * 0. 所 
以 S 是 连续 的 . 


是 单调 不 减 的 . 由 定理 9 5.1 的 证 明 又 知 
J(u) = ] [Vul?dz 十 | G(u)dz 一 本 fudz < J(0)=0, 


其 中 G(w) = / “g(s)ds. 注意 到 G(w) > 0, 由 上 式 又 得 


0 
Nwll yy '7(0) S Cj/ 


利用 该 估计 式 容 易 推出 算 子 了 : Zz (0) 一 JW 2(Q) 是 连续 的 . 
定义 算 子 已 =To5Ss:u 修一 VD2z(D), 那么 下 是 连续 和 单调 不 减 的 . 按照 定 


4 一 0, TEOf/ 


的 唯一 解 , 并 且 vw 是 问题 (9.5.3) 的 解 当 且 仅 当 = Fv). 记 人 外 三 下, = F(Z). 
那么 对 所 有 的 ye Wj?(0), 9 > 0, 都 有 


valp-2Vu . Vdz + / g(ui)gdz= / h(z, uw) dz + / g(w) dz 


(2 (2 


> / [Vul? “Vu: Vodz 十 | g(w) pdz7, 
£2 £2 
/ [VIP “Vu! .Vodz +| 
12 


(2 


g(u!)Gdz = | h(x, i)pdz 十 / g(i) $dz 


(2 


< | [Vil? Vi. Vodz + g(i)pdz. 
g 1 


9.6 应 ”用 . 983 . 


那么 对 于 问题 (9.5.3) 的 每 一 个 解 ve (w, 记 ,部 有 


U0 CUCUm SUSu ut <u, ae.renh. 


故 存在 ws war e (w, 记 , ux < u* 几乎 处 处 于 1, 使 得 wm 一 > wr, u"™ 一 > vw* 在 8 内 几 
平 处 处 成 立 . 因为 焉 : (w, 动 一 *; Wi 了 (1) 是 连续 的 , 所 以 在 空间 Wo?(0) 中 


9.6 应 用 
作为 上 节 中 建立 的 上 下 解 方法 的 应 用 , 本 节 讨 论 两 类 边 值 问题 非 平凡 非 负 解 的 
存在 性 . 第 一 类 是 一 个 方程 式 的 边 值 问 题 , 第 二 类 是 一 个 非 线 性 特征 值 问 题 . 
9.6.1 一 个 方程 式 的 边 值 问题 
本 小 节 讨 论 边 值 问题 
—Apu = uh(z,u), TE RN, 
| 4 一 0, TEON 


解 的 存在 性 ， 其 中 p,qg>1. 当 p <n 时 记 p* = ， 当 p 寡 n 时 记 p* = o0. 


定理 9.6.1 假设 h 满足 条 件 (H1) 和 (H2), 并 且 存 在 a > 0 使 得 h(z,a) 0 
几乎 处 处 于 f 内 成 立 . 那么 问题 (9.6.1) 存在 一 个 非 平凡 的 非 负 解 (对 于 p>g 的 
情形 ), 或 者 存在 正解 (对 于 Dgq<<p* 的 情形 ) 的 充分 条 件 是 

情形 : 存在 To € 人 ,7,e,6 > 0, 使 得 h(z,u) 之 e 对 几乎 所 有 的 


: Mp(—h(:,0)) < 0. 
如 果 h(z,u) 关于 以 是 单调 不 增 的 , 并 且 h(x,w) 关 h(7z,0) 对 于 所 有 的 正 浮 数 以 都 


成 立 , 那么 这 个 条 件 也 是 必要 的 ; 
(3) p<g<p* 的 情形 : 函数 hh 关于 以 是 单调 不 增 的 , 并 且 存 在 7 > 0 使 得 
yP?-9 < h(x,YyB) 对 几乎 所 有 的 z E 1 成 立 , 其 中 B= ||0jwo, 9 是 边 值 问题 
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(9.6.2) 


的 一 个 正解 (其 正解 的 存在 性 可 参见 定理 1.3.1 和 注 1.3.1). 
证 明 ”容易 看 出 , 问题 (9.6.1) 中 的 方程 的 右 端 项 满足 条 件 (H1) 和 (H2). 明 
显 地 ,元 = a 是 问题 (9.6.1) 的 一 个 上 解 . 我 们 再 根据 不 同情 况 来 寻找 下 解 . 

(1) p > gq 的 情形 : 取 B = B(xzo,7), 定义 uw € Wj? 了 (): 


YPB(T), Te b, 
0， TERN\DB, 


&(Z) = 


其 中 pp(z) 是 特征 值 问题 
-Apu = Mul? uu ZE 也， 
4 = 0, TEOB 


的 主 特征 值 (0) 对 应 的 特征 函数 0 < ge(z) < 1, 0 < 7 < min{6,a} 满 下 
72 < E/T ,(0). 根据 假设 条 件 , 对 于 所 有 的 s es [0,7] 和 几乎 所 有 的 z e 5B， 


成 立 . 故 对 于 所 有 的 ye WP(0 ), $ 之 0, 有 
| Vul? “Vu- vddz= 上 Vul? “Vu.: Vodz 
0 


这 说 明 和 是 一 个 下 解 . 此 外 , w < a = 五 . 故 问题 (9.6.1) 至 少 有 一 个 非 平凡 的 非 负 
解 ve (已 动 . 

如 果 h(z,wv) > 0 对 几乎 所 有 的 ze Q 和 所 有 ww e [0,a] 成 立 , 因为 0<w< 
一 oa 也 关 0, 所 以 h(xz,w) > 0, 半 0. 如 看 不 然 , 则 wv 满足 


一 App = 0, ulen =0. 


由 解 的 唯一 性 , v = 0. 得 到 一 个 矛盾 . 因而 h(x,w) > 0, 关 0. 再 由 强 最 大 值 原理 , 在 
内 w > 0. 

此 外 , 如 果 h 关于 xz 和 vv 是 连续 的 , 并 且 关 于 是 单调 不 增 的 , 我 们 将 证 明定 
理 中 给 出 的 充分 条 件 也 是 必要 的 . 假设 问题 (9.6.1) 有 一 个 非 平凡 的 非 负 解 u, 并 且 
定理 中 给 出 的 充分 条 件 不 成 立 , 那么 由 h 的 连续 性 知 h(xz,0) < 0 在 f 内 成 立 . 于 
是 


9.6 应 用 80 


一 A 人 nu = uih(z,u) < urih(z,0) <0, ren, 
| 4 = 0, ZE Of 
根据 定理 9.3.3 可 得 v 和 0. 这 是 一 个 矛盾 . 
(2) p = gq 的 情形 : 取 y > 0, 使 得 g(7) 十 入,p( 一 h(,0)) < 0, 其 中 函数 9 由 条 
件 (H2) 给 出 . 那么 对 所 有 的 ve [0, x] 和 几乎 所 有 的 ze 1, 都 有 
h(x,0) + A1p(—h(,0)) <h(z,u) + 9(u) + Mp( — hl, 0)) 
<h(z,u) +g9(yY) + Np( — h(., 0)) 
<h(z,u). 


记 如 是 与 和 1p( 一 h(,0)) 对 应 的 正 特 征 函 数 , 并 且 yw < 1, 考虑 函数 vw = yw e 
WW 了 (人 ). 那么 对 于 任 给 的 $e Wi?(8), $5 > 0, 有 


< | ur h(x,u)pd7. 
12 


这 说 明 是 问题 (9.6.1) 的 一 个 正 下 解 . 又 因为 
g(7) <—Np( —h(,0)) < —Np( — h(a) — g(0)) 
一 一 Xlp( — h(.， Qo)) + g(a) < —AM1,p(0) + g(a) < g(a), 

并 且 9 是 增 函 数 , 所 以 y < a, 进而 有 忌 < 元 于 2 内 几乎 处 处 成 立 . 故 问题 (9.6.1) 
存在 正解 ve (已 ay， 

此 外 ,如果 h 关于 ww 是 单调 不 增 的 , h(z,w) 关 h(z,0) 对 于 所 有 的 正 函 数 v 成 
立 , 并 且 问 题 (9.6.1) 有 一 个 非 平凡 的 非 负 解 wu, 取 一 个 充分 大 的 正常 数 M, 使 得 
M +h(z,u(7z)) > 0, 则 有 

| —Apu+ Mu?r-* = ud (h(z, u) 十 M ) > 0,A0, rzTEN, 


4 = 0, ZTE Of 
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(3) p < gq < p* 的 情形 : 取 9 是 问题 (9.6.2) 的 一 个 正解 , 8 = || bl。, YY 由 定理 
的 条 件 给 出 . 考察 u = 7b e Wl?(0). 那么 对 任意 ye Wi2(D), $ > 0, 我 们 有 


/ Vul? “Vu.: Vodr=y / 0 bdr =T2P 9 / ur pdz 
(2 f2 £2 
< | wihls, rb)bdr < 人 ue-1h(z, wpdz. 
{2 12 


这 说 明 和 是 问题 (9.6.1) 的 一 个 正 下 解 . 显然 有 w(z) < a 三 .因此 间 题 
(9.6.1) 有 一 个 正解 证 毕 . 
9.6.2 ”一 个 非 线 性 特征 值 问 题 


本 小 市 考虑 下 面 的 非 线 性 特征 值 问题 ， 
—Apu+t+a(z)ul? Su = Mu vm flu), TEN, 
4 一 0， TEON, 


(9.6.3) 


其 中 a(z) e L>Y(1), 入 ER 民 , 函数 fe C1([0,o0)) 并 满足 下 面 的 条 件 : 
(Al) 当 s > 0 时, f(s) >0, f(0)=0, lim F(s)=a>0: 


3 一 (0 十 


(A2) 在 (0, co) 内 到 (s) > 0 lim Fl(s)= 
其 中 F(s) = f(s)/s? 

同上 , 记 Ap(a) 是 问题 (9.2.3) 的 主 特征 值 , bi 是 与 其 对 应 的 正 特征 函数 ,并 
认为 gil- =1. 记 4.= Alp(Qa) 十 Q. 

定理 9.6.2 ”问题 (9.6.3) 存在 属于 C1(1) 的 正解 当 且 仅 当 入 > hs, 而且 对 每 
个 入 > ha, 问题 (9.6.3) 的 正解 唯一 , 记 为 Ial. 进一步 还 有 , ba] 关于 a(zZ) 单 减 ， 
关于 入 严格 单 增 , 并 且 


im ba =0 在 人 上 一 致 成 立 . (9.6.4) 


证 了 明 ”第 一 步 证明 当 和 > hs 时 , 问题 (9.6.3) 有 唯一 正解 . 
因为 入 > 4。 我 们 断言 : 当 0 < e 之 1 时 , ep1 是 问题 (9.6.3) 一 个 下 解 . 事实 


9.6 应 用 . 287 . 


故 断 言 成 立 . 另外 , 经 简单 计算 知 , 充分 大 的 正常 数 M 是 问题 (9.6.3) 的 一 个 上 解 . 
利用 上 下 解 方法 便 可 推 得 问题 (9.6.3) 有 正解 bw e CLO). 正解 的 唯一 性 可 由 定 
理 9.3.4 直接 得 到 . 

第 二 步 ”证明 当 入 入 Ah。 时 , 问题 (9.6.3) 没有 正解 . 


假设 对 于 某 个 A < 4。, 问题 (9.6.3) 有 正解 u, 则 有 


故 入 > A 和 ip(a) 十 a. 这 与 条 件 入 入 Au 刻 盾 . 
第 三 步 ” 证明 90/、 oj 关于 a(z) 和 和 的 单调 性 . 

利用 正解 的 唯一 性 和 上 下 解 方法 易 证 ，bIo] 关于 a(z) 是 单调 减少 的 (习题 
9.9). 

假设 和 > 入 > 4。. 为 了 书写 方便 , 简 记 WA al = Wi1: 对 于 0<TT 扫 1 令 
v 二 (1 一 7)ui, 则 有 


—Apv +a(r)v? 十 小 (vw) 


-Au 二 az)vpz-1 二 ju) > A — 7)? lu? = Xup 一 . 


又 因为 在 02 上 v = 0, 所 以 (1 -ua = wv 是 问题 (9.6.3) 的 一 个 上 解 . 利用 定 


理 9.3.1 容易 推 得 22| ”<0. 从 而 有 到 | ”< 0. 再 利用 引 理 2.2.1 可 以 推出 , 当 


Ov lan Ov len 


e > 0 适当 小 时 , 在 8 内 sg < wv 成立. 根据 第 一 步 的 证 明 以 及 正解 的 唯一 性 ， 问 
题 (9.6.3) 的 正解 gal 满足 : ba < v. 因而 在 8 内 ba<a2a 三 gal. 

第 四 步 ” 证 明 极限 (9.6.4). 

根据 命题 9.1.1 和 第 三 步 的 结论 可 以 推 知 , 当 入 人 ho 时, 在 空间 CI1+A(0) 中 
极限 lim ba = 0 存在 , 并 且 9 是 入 = A。 时 问题 (9.6.3) 的 非 负 解 . 如 果 6 去 0， 


和 4。 
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利用 强 极 值 原理 可 以 推出 9 > 0. 这 与 问题 (9.6.3) 在 入 = A。 时 没有 正解 矛盾 . 所 
以 0 三 0. 定理 得 证 . 
推论 9.6.1 记 aw =infpoa(z). 则 有 


QA a < F(A —al), Vv A> 4,. 
证 明 ”观察 问题 (9.6.3) 可 知 , ga 是 问题 


-Au = (入 一 an) Su flu), TEN, 
vu = 0, TEONW 


(9.6.5) 


的 正 下 解 , 充分 大 的 正常 数 是 问题 (9.6.5) 的 上 解 . 因而 问题 (9.6.5) 存在 唯一 正解 
记 为 bo]. 利用 定理 9.2.2 和 定理 9.6.2， 


入 一 0 > Alo(0) 十 a > 0 (9.6.6 ) 
OAal < Oa 
把 问题 (9.6.5) 改写 为 
—Au 三 (入 一 Qi Fu))lul?r uu, ZE 人 
pu = ( 1 — FPF(u)) | (9.6.7) 
4 = 0, TEONW 


则 由 条 件 (A2) 和 式 (9.6.6) 得 fF-1( 和 一 a/) > 0. 显然 fF-!( 和 一 a) 是 问题 (9.6.7) 的 
正 的 严格 上 解 , 故 是 问题 (9.6.5) 的 正 的 严格 上 解 . 而 当 e > 0 充分 小 时 , ep1 是 问 
题 (9.6.5) 的 正 下 解 . 利用 上 下 解 方法 和 正解 的 唯一 性 , go < fF ( 和 一 a). 于 是 


OA al < Qa < F(A mn, a1)-. 
推论 得 证 . 
下 面 给 出 当 和 7 oo 时 , 0、 的 变化 规律 
定理 9.6.3 ”假设 入 > 4。, 则 有 
Na > F(A— Np(a))91, 
而 且 lim 天 一 (入 一 和 lo(a)) = 0. 


入 ~ oo 


证 明 ”由 条 件 (A2), 正在 (0,co) 中 是 严格 递增 函数 . 当 入 > ha = 和 ap(a) 十 a 
时 , 我 们 将 证 明 -1( 和 一 和,p(a))91 是 问题 (9.6.3) 的 下 解 . 事实 上 , 对 于 < > 0, 者 


Flegi) 和 入 一 和 1 p(Q) (9.6.8) 


成 立 , 则 syi 是 问题 (9.6.3) 的 一 个 下 解 . 取 = = -1( 和 一 和 i,p(a)), 由 函数 三 的 单 
调 性 知 式 (9.6.8) 成 立 . 利用 正解 的 唯一 性 叉 知 


9.7 ”mLaplace 方程 组 . 289 . 


本 节 讨 论 p-Laplace 方程 组 的 边 值 问题 
一 Anpu = ud ih(z, u,v), TEN, 
—Apv = vk(z, u,v), ZE 人 (9.7.1) 


u = = 0, TEON 


解 的 存在 性 , 其 中 p,q > 1, h,k 满足 

(HK1) 函数 h(z,w,v),k(z,u,v) 都 是 Carathéodory 函数 , 并 且 当 wwv 属于 有 
界 集 时 , h(.,w,v) 和 k(.,w,v) 都 有 界 : 

(HK2) 存在 连续 增 函 数 g : 了 一 及, 满足 g(0) = 0, 并 且 对 几乎 所 有 的 ze 89， 
映射 v 一 >g(w) 十 h(z,u,v) 对 于 任意 给 定 的 v 关于 是 单调 不 减 的 , 映射 v 一 
g(v) 十 h(z,w,v) 对 于 任意 给 定 的 关于 wv 是 单调 不 减 的 . 

我 们 先 讨论 下 面 的 方程 组 的 边 值 问题 : 
| —Apu = h(z,u,v), ZE 人 TO 


一 ApV 一 AZ u, v), Te (2, (9.7.2) 
uu 二 v= 0, TEOAON. 
函数 十 D,uv E W1P(1) 几 L%(1) 被 称 为 问题 (9.7.2) 的 有 序 上 


. 990 . 第 9 章 ”p-Laplace 方程 


定理 9.7.1 假设 条 件 (HK1) 和 (HK2) 成 立 , 0, u,v €E 人 1202) mce(O) 
是 问题 (9.7.2) 的 有 序 上 下 解 . 那么 问题 (9.7.2) 至 少 存 在 一 个 弱 解 (w,v) € (wu,) x 
(v, 5). 
处 理 方程 式 的 方法 结合 p = 2 时 处 理 方程 组 的 方法 , 可 以 证 明 该 定理 . 留 作 习 
题 . 
下 面 讨论 问 题 (9.7.1). 
定理 9.7.2 ”假设 h,k 满足 条 件 (HK1) 和 (HK2), 并 且 存 在 ail, aa > 0, 使 得 
h(7z,Q1,v) 和 0 对 几乎 所 有 的 TE 〖 和 所 有 的 vE10,a2z| 成 立 , FLzZiua2) 入 0 对 几 
乎 所 有 的 z E 8 和 所 有 的 u€ [0,a1] 成 立 . 那么 问题 (9.7.1) 存在 一 个 非 平凡 的 非 
负 解 (u,v) (对 于 p > gq 的 情形 ), 或 者 正解 (u,v) ( 对 于 pq<p* 的 情形 ) 的 充 
分 条 件 是 : 
(1) p> gq 的 情形 : 存在 ZieEfrisiboi>01=12, 使 得 


h(xz,uv)2el, a.e. TEB(TIT1) CN, Vue(0,6l, vel0,a2l, 
k(T,uUV) Es, ae.TEB(T2,T2) CW, Vuel0,all, ve (0,0d|. 
如 果 岂 (Zz, wu,v) 之 0, k(z,u,v) 之 0 对 几乎 所 有 的 TE [和 所 有 (u,v) € 10,ai|x|0,ao| 
成 立 , 那么 这 个 非 平凡 的 非 负 解 在 2 内 是 正 的 ; 
(2) p = q 的 情形 : 存在 s>0 使 得 
h(x,0,v0) > Mp(0)+ée, a.e.7T EW, VvE|0,a2), 
| k(zT,u,0) > Mp(0)++e, a.e.T ER, Vwu€|0,aoil 


(3) p<gq<p* 的 情形 : 六 数 以 一 hh(z,u,v) 和 wv 一 > 上 k(7T,U,v) 都 是 单调 不 增 
的 , 并 且 和 存在 Y1, ?72 > 0, 使 得 


yr 4 < h(z, Y1b, v)， a.€.Tt 12, VUE (0, az |， 
2 “< k(r,u, YB), a.e. TE NW, YEL(Oal| 


其 中 6 的 定义 同 于 定理 9.6.1. 
证 明 ” 先 定 义 


再 按照 如 下 方式 定义 u,v E WY?(8) 几 LL%(0): 
(1) 当 p >g 时, 取 


Y101 (7), Te bi, T72p2(Z)， 了 人 bp», 
u(7) 一 人 . v(7) = 
0, TEN \ Bi1, 


其 中 Bl = Bl(7z1,71), B2 = B(7T2,72), Pil(7) 是 特征 值 问题 


9.7 六 Laplace 方程 组 . 991 . 


(2) 当 p = g 时 , 取 y > 0 使 得 g(y) < e. 定义 和 =wv= pp(z), 其 中 bp,(z) 是 
特征 值 问 题 


(3) 当 p < gq <p* 时 , 取 wv = 10,v = 20, 其 中 9 是 问题 (9.6.2) 的 正解 ， 


同 于 定理 9.6.1 的 证 明 易 证 , 上 面 确定 的 函数 志 ,5, u,v 是 问题 (9.7.1) 的 有 序 上 
下 解 . 余下 的 证 明 类 似 于 定理 9.6.1. 证 毕 . 


最 后 , 我 们 讨论 一 般 形式 的 方程 组 的 边 值 问题 


—Ap,v = k(z,u,v), TEN, (9.7.3) 


解 的 存在 性 , 其 中 p; > 1, i = 1,2, 函数 h,k 满足 条 件 (HK1) 和 (HK2). 
定义 9.7.2 ”函数 


i, LE WIRNNLTNR), 5, vEW™?(N) NLY(N) 


称 为 问题 (9.7.3) 的 有 序 上 下 解 , 如 果 


/ [Vial?! “Vi vos | h(z, u,v pdr, VvE€ (vv,V), 
《2 《2 


/ Vur ?vu. voar< | h(x, u,v)pdr, Vv E€ (v,V), 
《2 12 
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| TY vydz> |/ KZtUTD)VdTZ， YUE (vu,i), 
人 2 


(2 


| Vvl?? “Vv. vwar< | k(T,u, vdr, VvE (vv,D). 
1 


12 


定理 9.7.3 假设 条 件 (HK1) 和 (HK2) 成 立 , 函数 
i E WIR(NNLTNR), veE WR?(N)NLT(N) 


是 问题 (9.7.3) 的 有 序 上 下 解 . 那么 问题 (9.7.3) 至 少 存在 一 个 弱 解 (u,v) € (vw,) x 
(v5). 
证 明 留 作 习 题 . 


9.3 ”证 明 引 理 9.2.3. 
9.4 ”证 明和 定理 9.2.2. 
9.5 利用 定理 2.6.2 的 处 理 方法 , 证 明定 理 9.2.3. 


9.9 ”利用 函数 glg) 的 四 性 和 式 (9.4.15) 证 明 极限 (9.4.13) 存在 . 

9.10 ”证 明 当 入 > Au 时 , 问题 (9.6.3) 的 唯一 正解 bo 关于 a(z) 是 单调 减 
少 的 . 

9.11 ”证 明定 理 9.7.1. 

9.12 ”证 明定 理 9.7.3. 


附录 A Sobolev 空间 的 若干 结论 


为 了 便于 读者 查阅 , 在 该 附录 中 我 们 列 出 几 个 常用 不 等 式 和 一 些 Sobolev 空间 
的 基本 结论 . 这 些 结论 都 可 以 在 文献 [43] 中 找到 . 


A.l 几 个 常用 不 等 式 


b b 
f | 一 / va < ; - - / f (u(t))dt. 
l 


定理 A.1.3 (Young 不 等 式 ) 设 a,b > U， D;d > 1 且 满 足 - 十 一 三 上 则 


PpP dd 
ab < Tp + lpg. 
Dp | 
1 1 
定理 A.1.4 (市 < 的 Young 不 等 式 ) 设 a,b,e>0,p,q>1 县 满足 十 = 1 
则 
—q/p 
ab < ar+- b4. 


oo, 4 二 Pp/(p 一 1), 则 有 


L393( 人 7), 则 uv €E L1( 人 [7), 并 且 还 有 
| has)o(a)las < lullallolle 
12 
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定理 A.1.7 (Minkowski 不 等 式 ) 设 1<p<o0,u,vE€EL?(N). 则 w+v€ LDL?() 
并 且 有 


12 


1/p | 1/p' 
lu(z)v(z)|dz 之 ( uo) pds) ( Iv(z)|? de 
2 
定理 A.1.9 ( 逆 Minkowski 不 等 式 ) 假设 0<p<1. 如 果 w,vE€ Lr(f), 则 有 


ul + lvllly 2 lull + lvlly. 


A.2 空间 IP(f) 和 W*?(f) 的 几 个 重要 性 质 


设 Fe L?(0). 称 f 是 整体 连续 的 (有 时 也 称 为 经 过 目 变 量 的 平移 关于 范 数 是 
连续 的 ), 如 果 对 于 任 给 的 s > 0, 总 存在 6 > 0, 当 heR", |h|<6 时 ,有 


| f(z+h)— f(r)l?dzr < <. 


用 WY”?(1) 表示 CE (0) 在 W*'?(1) pe 
么 ZP(81) 中 的 函数 是 整体 连续 的 . 


那么 u€E L>(f2) 并 且 


A.3 ”Sobolev 不 等 式 . 0295 . 


定理 A.2.6 ”假设 1<p < oo, 那么 有 界 集 KC LP(O) 在 L?(0) 中 是 准 紧 的 
当 且 仅 当 
(1) 集合 KK 是 一 致 整体 连续 的 , 即 对 于 任 给 的 e > 0, 存在 56>0, 当 |h| <6 时 


有 
/ VCZ 十 由 一 U(Z) Edrz <ée, vuEeEK: 
0 


(1) WP? (R") = Wo (R"); 

(2) WP(0) = Wo? (1) = L?(0). 
但 是 对 一 般 区 域 0, 当天 > 1 时, WY 了 (人 ) 可 能 是 W%?(1) 的 真子 空间 . 

定理 A.2.8 当 1<p<o0 时 , WK7(f) 是 可 分 的 . 当 1<Pp< co 时 , W*:?(f2) 
是 一 致 凸 的 , 从 而 也 是 自 反 的 . 所 以 当 1 p< oo 时 , W%?( 人 2) 中 的 任意 有 界 集 都 


定理 A.3.3 设 从 CR" 是 一 个 有 界 区 域 , 0 E01, 1 p< o0. 则 对 于 任 给 
的 & > 0, 总 存在 正常 数 C = C(e,n,p, 人 2), 使 得 对 任何 满足 


{rzER:u=0}2>eln 


的 uE WP( 人 2), 都 有 
lullp < CllVeully. 


记 wo = Fi/ udz 称 之 为 函数 w 在 9 上 的 平均 
| fo 
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定理 A.3.4 (Poincar6 不 等 式 ) 设 1 CR 是 一 个 有 界 区 域 , 0 € Cl,1 < 
Pp < co. 则 存在 正常 数 C = C(n,p, 了 2), 使 得 


lu uallp < Clvullp, Vue 机 1z(9) 


数 C = C(n,p, 0), 使 得 对 于 任 给 的 w < Wp( 0) 改变 在 霍 测 集 上 的 值 之 后 
vu € O°((), a = 二 1 一 n/p, 并 且 还 有 
Ma < Cullwaz(o) 


定理 A.3.6 (空间 W*?(f) 中 的 内 插 不 等 式 ) ”假设 8 CR" 是 有 界 开 集 ， 
1 < p< oo0,j,k 是 整数 ,0 7<k,r 之 1, j/k < a < 1, 并 且 满 足 


入 常数 C 只 依赖 于 n,k,p,g 和 有; 
(2) 当 kp = n 时 , 对 于 任意 的 1 < gq < o0, 有 W*?(f) 一 了 (1)， 其 中 谋 入 常 
数 C 只 依赖 于 n,k,g 和 02; 


(1) 对 于 任 昌 的 1<<p<< oo, 有 Wi)?(0) 上 L?( 2); 
(2) 若 902 € C1, 则 对 于 任意 的 1< p< oo, 有 Wi?(f) L?( 02). 
推论 A.5.2 设 人 CR" 是 有 界 开 集 , 9012 €E O01, 上 是正 整数 ,1 二 Dp 二 oc. 
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(1) 当 kp < n 时 , 对 于 任意 的 1<g< 一, 有 We*?() 人 L3(02), 并 且 谈 


入 常数 C 只 依赖 于 n,k,p,qg 和 2; 


(3) 当 kp > n 时 , 对 于 任意 的 0<a<ao 有 Wr?(8) 局 Ck-[ 下 -1ta( 克 ), 其 
中 
二 | +1 一 二 如 果 二 不 是 整数 
an = bp p bp 
任意 小 于 1 的 正 数 如 果 是 整数 ， 


并 且说 入 常数 C 只 依赖 于 n,k,p,a 和 02. 
推论 A.5.3 设 人 CR" 是 有 界 开 集 ,k 是 正 整数 , 1 < p< oc. 


GD 当即 < m 时 ,对 于 任意 的 g < 二 加 ,有 WE?(0) 吕 L9(0), 并 且 放 入 常 


(2) 当 kp =n 时 , 对 于 任意 的 1 < gq < oo 有 Wk?(Q) 必 Te(D)， 并 且 岩 入 党 
数 C 只 依赖 于 mw 有 dg 和 1 | 
(3) 当 kp > n 时 , 对 于 任意 的 0 < a < ao, 有 WK?() 此 C*-[ 居 -1ta( 丰 ), 其 


并 且 详 入 常数 CO 只 依赖 于 n,k,p,a 和 2. 


附录 B 二 阶 线性 彬 圆 型 方程 的 大 干 结论 


为 了 便于 读者 合 阅 , 在 该 附录 中 我 们 列 出 一 些 关 于 二 阶 线性 椭圆 型 方程 的 基本 
结论 . 除去 标明 参考 文献 的 结论 之 外 , 其 余 结 论 都 可 以 在 文献 [44] 中 找到 . 


B.1 极 值 原理 


极 值 原理 通常 义 称 为 最 大 值 原理 . 除非 特别 说 明 , 正文 中 提 到 的 极 值 原理 或 者 
最 大 值 原理 , 指 的 是 下 面 的 罚 极 值 原理 和 强 极 值 原理 的 统称 , 有 的 地 方 是 指 弱 极 值 
原理 , 有 的 地 方 是 指 强 极 值 原 理 . 读者 只 要 细心 验证 一 下 条 件 并 比 对 结论 , 就 很 容 
易 辨 别 . 

在 区 域 9 内 考虑 二 阶 线性 椭圆 型 方程 


对 于 椭圆 算 子 乡 , 如 果 存在 常数 Ao > 0 使 得 Xz) > Xo 对 所 有 7 e 1 都 成 立 , 就 
称 22 是 严格 棋 国 的 ; 如 果 人 四 在 0 内 有 界 , 就 称 .2 是 一 至 酉 国 的 


A(7) 
B.1.1 古典 解 的 极 值 原理 


本 小 节 总 假设 下 面 的 三 个 条 件 成 立 : 
(A) 算 子 .2 在 Q 内 是 椭圆 的 : 
(B) .2 的 系数 在 人 内 连续 ; 


bi(z)| 
(CO) 在 (2 内 A(z) <bo<o,71=1,...,n. 


定理 B.1.1 ( 弱 极 但 原 理 ) 假设 c(z) > 0， cz 有 界 , VEC(VinC2(P), 且 在 


A(z) 
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(a) zo € 0B, uv E C(BU {zo}) NOC2(B), u(r0) > wz) Vr EB:; 


(b) -Zugx0 在 B 内 成 立 . 


如 果 | 存在 , 只 要 下 列 条 件 之 一 成 立 : 


并 且 存 在 一 个 正 函 数 岂 EC2(0) 满足 .Zu > 0. 又 设 函 数 w EC(P)NncC2(n) 满足 
-Zu < 0. 如果 w/w 不 是 常数 , 那么 u/u 一 定 在 1 的 内 部 达 不 到 非 负 最 大 值 . 
进一步 假设 uU/w 不 是 常数 , 并 且 w/w 在 某 点 To E 00 处 取得 非 负 最 大 值 ， 如 


果 人 2 在 ZTo 点 有 内 球 性 质 , 那么 和 去 ( 兰 ] | 


> 0. 


LO 


定理 B.1.5 (整体 Harnack 不 等 式 的) 假设 aij, bi, cE C(f2), 算 子 乡 在 2 
内 是 一 致 椭圆 的 . 如 果 E01(f2)nCO?() 是 问题 


的 正解 . 则 存在 正常 数 C = C(X，4, |jiill。, |lcll。), 使 得 


maxu < C minw. 
12 7 
定理 B.1.6kq 设 ge cn),b; eC(D), 12 .mn 
(1) 如 果 炎 ECOInC2CBR) 满足 


AU 十 > bj(Z)ua， 十 gzZ) 过 0，7ZE 人 1， 
7 一 1 


— 元 0， T EONW, 


B.1 极 值 原理 . 301: 


并 且 wu(zo) = maxnw, 那么 g(zo) > 0. 
(2) 如 果 ECIOInC2(B) 满足 


AU 十 DD)us +g(z) <0, zeEen, 


T E Of 


定理 B.1.7 ([47, 推论 ?]) 假设 we Wo?(D) 在 点 zoe 8 处 取 到 局 部 最 大 
值 . 那么 , 存在 子 集 4 C 1, 使 得 在 A 上 十 典 导 数 Diu 和 Diju 存在 , 并 且 


在 81 内 是 柚 国 的 c 之 0 并 且 
b; f 
det[aiy] det[aij| 


如 果 wE Wo"(0) 满足 .Zu f, 则 


loc 


< L™(1), i=1,...,n 


f 
supu < < limsupt 十 C 
Z 一 Of/ det[aij yy 


这 里 的 正常 数 C 仅 依 赖 于 空间 维 数 mw diamf2 和 b/detlaij]||n. 

定理 B.1.9 ( 弱 解 的 强 最 大 值 原理 (A) ”假设 在 f? 内 算 子 .2 是 一 致 椭圆 的 ， 
函数 bi(T)/ 和 (Zz) 和 ce(z)/Az) 在 8 内 有 界 . 如 果 wE 了 (0O) 满足 wu <<0 并 且 
c= 二 0 (c>0), 那么 4 和 在 8 内 达 不 到 最 大 值 ( 非 负 最 大 值 ), 除非 4 是 常数 

定理 B.1.10 ( 弱 解 的 Harnack 不 等 式 , [48, 推论 9.25]) 假设 在 ff 内 算 子 .2 


sup wu <O inf w. 
Br(Yy) Br(Y) 
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B.2 ”Schauder 理论 和 7Z2 理论 


B.2.1 Schauder 估计 


假设 条 件 : 
(D) 存在 常数 4 > 入 > 0 使 得 


和 ly 和 a ryiy; < Alyl, Vr en, WeER"; 


定理 B.2.1 (内 估计 ) 假设 条 件 (D) 和 (E) 成 立 , uE C2+a(O) (0<a<1) 是 
问题 (B.1.1) 的 解 . 如 果 Fe C*(Q), 则 对 于 任意 1 CC 8, 我 们 有 


] 
ul2+a,0’ < C(Ifle,n 十 ulo,n )， 


其 中 正常 数 C 只 依赖 于 ma 4/ 和, 4a 和 d(0',80). 
定理 B.2.2 (全 局 估计 ) 假设 条 件 (D) 和 (E) 成 立 , 608 € Co EC 一“ 有) 
(0<a<1l1) 是 问题 (B.1.1) 的 解 ,并且 满足 ulsp = 0. 如 果 f E Ce(f2), 则 


uaa < C (Flfle + lulo) 
其 中 正常 数 C 只 依赖 于 n,a,4A/ 和 ,ho 与 12. 
B.2.2 LP 估计 


假设 条 件 : 
(F) ai; E C(), 存在 常数 和 4 > 0 使 得 


Qij (T) YiY; 之 入 |y|“， VIE 2, V < R™, 


定义 


wR) = max or oi; (2) 一 aij(y)| 
TIT,YE 


称 之 为 ai; 的 连续 模 . 显然 , 当 R 一 ;0 时 , w(R) 一 * 0. 
定理 B.2.3 (内 估计 ) 假设 条 件 (F) 成 立 , uE Wi2?(1) 在 0 内 几乎 处 处 满足 
方程 (B.1.1), 1 <p < oo. 那么 对 于 任 给 的 2' CC f2, 下 面 的 估计 式 成 立 : 


] 
lullwascoo < C(xllp+lwle)， 
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其 中 正常 数 C 只 依赖 于 n,p, 4/ 入 d 2 01) 与 ai 的 连续 模 w(R). 
定理 B.2.4 (全 局 估计 ) 假设 条 件 (F) 成 立 , 08 € 02, u € Wi?(R)nW??(0) 
在 8 内 几乎 处 处 满足 方程 (B.1.1), 1 <p < co. 则 


1 
lullwaetoy < C (FFs + hulls) 


其 中 正常 数 C 只 依 颊 于 ND, A/N, ! 12 与 ai; 的 连续 模 ww(RR). 
注 B.2.1 


(B.2.1) 


如 果 边 界 值 函数 p 可 以 延 拓 成 W2P?() 中 的 函数 , u E W227?(f), u 一 yp € Wi?(0) 
且 几 乎 处 处 满足 问题 (B.2.1) 中 的 方程 , 则 称 u 是 Dirichlet 边 值 问题 (B.2.1) 的 解 
(也 称 这 样 的 解 为 强 解 ). 知 记 


pl ,23,0 = inf {lBllwar(n) : SE W'?(0), $ -9 Ee Wo?(1)}, 


(902) 
那么 , 当 wE W2?(1) 是 问题 (B.2.1) 的 强 解 时 , 我们 有 估计 
lullwazco < CN + lpll,,a2,s 


其 中 正常 数 C 只 依赖 于 n,p, 4, 和 ,2 以 及 aij 的 连续 模 w(R). 
B.2.3 ” 解 的 存在 性 和 估计 
考虑 边 值 问题 


(B.2.2) 


假设 条 件 (D) 和 成 立 ， = Co (00), 2 = 


(B.2.3) 
其 中 正常 数 C 只 依赖 于 nN, OV, 入 ， A, 4。， 从 以 及 bliraen. 特别 地 ， 当 b(Z7) >0 在 


0 上 恒 成 立时 , 可 以 只 要 求 p 能 够 延 拓 成 CI+c(1) 中 的 函数 , 同时 估计 式 (B.2.3) 
可 以 换 成 
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lul2+a < CH。 + |pli+a). 


ullwasco) < C (fllp + lipllwz,rc0)), (B.2.4) 


其 中 正常 数 C 只 依赖 于 n,p, 4/ 入 Q 和 aij; 的 连续 模 w(R). 特别 地 , 当 b(z)>>0 在 
0 上 恒 成 立时 , 可 以 只 要 求 p 能 够 延 拓 成 WM?() 中 的 函数 , 同时 估计 式 (B.2.4) 
可 以 换 成 
ulyw2,r co) 和 CN + lollwr (0)). 
注 B.2.2 ”在 定理 B.2.5 和 定理 B.2.6 中 , 如 果 c(z) > 0 不 成 立 , 或 者 jz) = 
c(z) 三 0, 那么 解 的 存在 性 还 对 , 但 是 唯一 性 不 对 . 相应 的 估计 式 (B.2.3) 和 (B.2.4) 
分 别 成 为 


ultra < C(Ifla + |pl2ta + lullee) 


ul wa2,r(0) < C (||flly 十 [pl|w2,rc0) 十 ullp). 
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